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Анотація — Розглядається оригінальний 
аналітичний метод канонічної мінімізації 
булевих (перемикальних) функцій, назва-
ний νννν -мінімізацією. В основу методу по-
кладено подання булевої функції як фун-
кції номера набору νννν  значень її аргумен-
тів. Такий підхід дозволяє оперувати не 
буквами-змінними, а числами – номерами 
наборів. Пропонується впровадження νννν -
мінімізації в задачі економічної динаміки. 
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1. Булева функція як функція номера на-

бору значень її аргументів 

Нехай )...,,,( 21 nxxxf  – задана булева 

функція (БФ) n  змінних, а v  – номер набору 
значень змінних як зображення в десятковій 
системі числення кортежів із нулів і оди-

ниць: 12,0 −= nv . 

Спочатку встановлюємо залежність зна-

чень змінних ix , ni ,1=  від номера v , для 

чого проаналізуємо відповідні послідовності 
у разі БФ від трьох змінних (табл. 1). 
Кортежам значень змінних зліва направо 

в четвертому стовпці відповідають десяткові 
числа від нуля до семи. У п'ятому стовпці 
наведені значення істинності БФ для 3=n . 
Значеннями 1x  є послідовність нулів і оди-

ниць з періодом 2=T , значенням 2x  відпо-

відає послідовність з періодом 22=T : 

1100 , а змінній 3x  – період 32=T . 

Таблиця 1 
Номери наборів значень змінних 

та значення самих змінних 

3x  2x  1x  v  f  

0 0 0 0 0 
0 0 1 1 0 
0 1 0 2 1 
0 1 1 3 1 
1 0 0 4 0 
1 0 1 5 1 
1 1 0 6 0 
1 1 1 7 1 

Залежність значень аргументів від номера 
v  описується формулами, які виводяться за 
допомогою базисних індикаторів числових 
послідовностей [4]:– нескінченно вимірних 
векторів, координатами яких є нулі і одини-
ці, які з періодом T  повторюються: 
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Узагальнююча формула для БФ від n  

змінних )...,,,( 21 nxxxf , коли iT 2= , 

ni ,1=  має вигляд: 
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З урахуванням співвідношень (2) отриму-
ємо: 

==ν== nixxxxxf iin ,1),()...,,,( 21  

)())(...,),(),(( 21 ν=ννν= Fxxxf n  –  (3) 

БФ як функція номера набору значень її ар-
гументів. 
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БФ від трьох змінних із табл.1 має вигляд: 

== )(( )3,2,1 vFxxxf  
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На наборах 7,5,3,2=v  вона приймає зна-

чення, що дорівнюють одиниці, а на наборах 
6,4,1,0=v  – нулю. 

 
2. Послідовності номерів наборів змінних, 

які набувають значень 1 і 0 

Задача канонічної мінімізації БФ аналітич-
ним способом потребує її спрощення з ме-
тою отримання диз'юнктивної або кон'юнк-
тивної нормальної форми (ДНФ, КНФ), яка 
містить найменшу кількість букв. 

Позначимо через )(1 ννi  ( )(0 ννi ) підпос-

лідовності номерів ν , що описують значення 
змінних ix , які дорівнюють одиниці (нулю) 

залежно від номера набора. Візуальний аналіз 
табл.1 показує, що значення ix  повторюють-

ся з періодом 12 −= i
iT . Для 1x  маємо: 

12...),9,7,5,3,1()(1
1 +ν==νν , 

ν==νν 2...),8,6,4,2,0()(0
1 . 

Зважаючи на періодичність повторення 
одиниць і нулів, запишемо загальну форму-

лу )(1 ννi  – для всіх змінних: 
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де ni ,1= , 12,0 1 −=ν −i . 

Послідовності )(0 ννi , що описують зна-

чення змінних ix , які дорівнюють нулеві, не 

потребують окремого доведення, оскільки 
вони є логічними доповненнями [3] послідо-

вностей )(1 ννi : )()( 10 νν=νν ii , і навпаки. 

 
3. Зв'язок суми значень атомів із номером 

їхніх наборів 

Задача мінімізації БФ аналітичним спосо-
бом потребує її спрощення з метою отри-

мання диз'юнктивної або кон'юнктивної но-
рмальної форми (ДНФ, КНФ), яка містить 
найменшу кількість букв-змінних (канонічна 
мінімізація), або формули, яка містить най-
меншу кількість логічних операцій (загальна 
мінімізація). 
Для цього залучаються операції погли-

нання і неповного склеювання до доскона-
лих нормальних форм БФ (метод Квайна – 
Мак-Класки) або операції узагальненого 
склеювання до ДНФ чи КНФ (метод Блейка). 
Введемо в розгляд суму значень аргумен-

тів (атомів) для кожного номера ν : 

)()(
1

ν=νσ=σ ∑
=

ν

n

i
ix . (6) 

За допомогою значень )(νσ  вирішується 

питання про склеювання конституент оди-
ниці та нуля. 

Теорема 1. (необхідна умова склеювання 
конституент). Якщо конституенти одиниці 

1
νc  чи нуля 0

νc  склеюються, то модуль різ-

ниці сум iσ  і jσ  дорівнює одиниці: 

11
ji cc b  )( 00

ji cc b  ⇒ 1=σ−σ ji , 

}12...,,1,0{, −∈ nji , 
(7) 

де b  – символ склеювання. 
Доведення. Справедливість співвід-

ношення (7) випливає з означень понять 
"конституента" і "склеювання". 
Наведена умова не є достатньою. 
Достатня умова потребує використання 

відстані Гаммінга [5] між двома двійковими 
векторами як кількості однойменних коор-
динат векторів, які не збігаються, тобто 

01
kk xx ≠ , де }...,,2,1{ nk∈ , ||⋅  –.символ 

кількості. 
Теорема 2. (критерій склеювання кон-

ституент 1
νc  чи 0

νc ). Конституенти одини-

ці чи нуля склеюються тоді і тільки тоді, ко-
ли відстань Гаммінга між двома значеннями 

)(νσ  дорівнює одиниці: 

11
ji cc b  )( 00

ji cc b  ⇒ 1),( =σσ jiHd , 

}12...,,1,0{, −∈ nji , 
(8) 
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де b  – символ склеювання, ),( jiHd σσ  – 

відстань Гаммінга між наборами з номерами 
i , j , яким відповідають суми iσ , jσ . 

 
4. Побудова скорочених і тупикових 

форм БФ 

Скорочені форми. Загальний порядок 
склеювання конституент одиниці чи нуля 
здійснюється в такому порядку: 

1) виписуємо за таблицею значень істин-
ності БФ номери наборів ν  значень змінних 

ix , ni ,1= , на яких функція приймає значен-

ня 1 (0) у разі дослідження диз'юнктивної 
(кон'юнктивної) форми; 

2) знаходимо суми значень аргументів для 
кожного номера ν : 

)()(
1

ν=νσ=σ ∑
=

ν

n

i
ix ; 

3) аналізуємо суми )(νσ  з метою встано-

влення того, для яких із них відстань Гаммі-
нга дорівнює одиниці, тобто, які конституе-
нти склеюються; 

4) записуємо диз'юнкцію (кон'юнкцію) 
отриманих елементарних кон'юнкцій (диз'ю-
нкцій), тобто скорочену ДНФ (КНФ) заданої 
БФ [1]. 
Описаний підхід до побудови скорочених 

форм застосовний для функції будь-якої  
скінченної кількості змінних. Його достоїнс-
тво полягає в тому, що доводиться оперува-
ти тільки номерами наборів – числами, а ос-
таточний результат подається вже в запису 
через змінні-аргументи. 

Тупикові форми. Введемо в розгляд мат-
рицю M  розміру nm× , де m – кількість 
простих імплікант чи імпліцент, n  – кіль-
кість наборів ν , на яких БФ приймає одини-
чні значення; подаються вони не буквами, а 
наборами з одиниць і нулів, які їм відпові-
дають. Відсутність якоїсь змінної познача-
ють прочерком "–". 
Так, в умовах розглянутого прикладу (див. 

табл.1)) матриця має вигляд: 
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Набори імплікант, які накривають всі 
конституенти заданої БФ визначають міні-
мальну ДНФ: 

1323
* xxxxf ∨=∨ . 

Надалі планується розв'язання методом 
ν-мінімізації задач економічної динаміки, 
пов'язаних з обробленням даних і плануван-
ням робіт, та моделюванням поведінки соці-
альних груп [2]. 
Гадаємо, що програмування процесу мі-

німізації не викличе труднощів у обчислю-
вачів. 
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