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Вступ 

 

Сучасні умови розвитку економіки України висувають нові специфіч-

ні вимоги щодо планування й управління економічними, технічними та 

соціальними процесами. Вибір оптимальних методів організації, корот-

кострокове та довгострокове прогнозування, вимірювання ступеня ризику 

неможливі без використання новітніх методів кількісного аналізу та мате-

матичного моделювання процесів навколишнього середовища. У цих 

умовах зростає роль ґрунтовної математичної підготовки студентів, 

їхнього уміння застосовувати математичний апарат у своїх дослідженнях. 

Навчальна дисципліна "Вища математика" для студентів спеціаль-

ності 122 "Комп'ютерні науки" містить тему "Кратні інтеграли", яка є уза-

гальненням теми "Визначений інтеграл" на випадок, коли підінтегральна 

функція є функцією багатьох змінних, а область інтегрування – не пря-

молінійний відрізок, а замкнена частина (область) площини або просто-

рове тіло. Зазначена обставина, як правило, викликає певні труднощі 

щодо опанування студентами відповідного теоретичного матеріалу. 

Головною метою складання даних методичних рекомендацій є на-

дання студентам допомоги під час опанування теоретичного матеріалу 

щодо подвійних та потрійних інтегралів, використання здобутих знань 

та набутих вмінь під час розв'язування конкретних практичних задач фа-

хової спрямованості. 

Запропоновані методичні рекомендації містять чотири розділи. 

У першому розділі, який присвячено подвійному інтегралу, висвітлено: 

означення подвійного інтеграла, його геометричний та фізичний смисли, 

основні властивості, способи обчислення в декартових і полярних коор-

динатах, геометричні та фізичні застосування. За такою самою схемою 

побудовано другий розділ, присвячений потрійному інтегралу як узагаль-

ненню подвійного інтеграла на випадок функції трьох змінних; окрім тра-

диційної декартової системи координат розглянуто також циліндричну 

і сферичну системи координат. У третьому розділі подано варіанти задач 

самостійної контрольної роботи, які охоплюють основні теоретичні поло-

ження теорії кратних інтегралів, а в четвертому – наведено зразки роз-

в'язання задач типового варіанта контрольної роботи з детальним комен-

тарем усіх кроків розв'язання. Рекомендована література має допомогти 

студенту поглибити та поширити власну поінформованість із питань, що 

його зацікавили. 
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1. Теоретичні відомості 
 

1.1. Подвійний інтеграл (ПДІ) у декартових координатах 
 

1.1.1. Подвійний інтеграл: означення, теорема існування, 

геометричний та фізичний смисли, основні властивості 
 

Поняття "подвійний інтеграл" є природним узагальненням поняття 

"визначений інтеграл" на випадок функції двох змінних. Тому його озна-

чення принципово не відрізняється від означення визначеного інтеграла 

і вводиться аналогічним чином. 

Нехай функція ),( yxfz  , або )(Mfz  , де ),( yxMM  , ви-

значена і неперервна в замкненій області D  площини xOy , тобто на 

множині точок координатної площини, яка обмежена зімкненою лінією 

(або лініями) Г, з урахуванням точок лінії Г  – межі області. 

Виконаємо таку (стандартну) процедуру: 

– розіб'ємо область D  довільним чином якими-небудь лініями на n  

часткових областей із площами is , ni ,1  (або просто – на n  площинок 

is ) і найбільшу з відстаней між двома точками межі площинки назвемо 

діаметром площинки i , ni ,1 , а максимальний серед них 

}{max i
i

  – діаметром розбиття області D  (рис. 1.1); 

 

Рис. 1.1. Розбиття області D 

– виберемо на кожній із площи-

нок довільним чином по точці 

),( iii yxM , ni ,1 , обчислимо )( iMf  

і знайдемо добутки ii sMf )( ; 

– складемо суму всіх таких до-

бутків 





n

i
iin sMfI

1

)( , 

яку назвемо інтегральною сумою 

для функції ),( yxf  в області D ; 

– обчислимо границю (якщо вона існує) інтегральної суми, коли 

діаметр розбиття прямує до нуля ( 0 ) за умови необмеженого зрос-

тання кількості площинок n  ( n ).  
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Скінченну границю I  інтегральної суми nI , коли діаметр розбиття 

прямує до нуля ( 0 ), а n , називають подвійним інтегралом від 

функції ),( yxf  по області D  і позначають так: 


D

dsMf )( ,   або   
D

dsyxf ),( , 

де   – знак (символ) ПДІ; 

D  – область інтегрування; 

),()( yxfMf   – підінтегральна функція; 

dsyxf ),(  – підінтегральний вираз; 

x, y  – змінні інтегрування; 

ds  – елемент (диференціал) площі. 

Отже, за означенням: 

.),()()(limlim
1

)(
0

)(
0

 








DD

i

n

i
i

n

n

n

dsyxfdsMfsMfII  (1.1) 

 

Теорема існування ПДІ: якщо задана функція ),( yxf  неперервна 

у розглянутій замкненій області D , то існує скінченна границя інтеграль-

ної суми I  (тобто ПДІ), і вона не залежить ні від способу розбиття облас-

ті D  на площинки, ні від вибору точок у них для складання інтегральної 

суми. 

У світлі цієї теореми розбиття області D  у декартовій системі коор-

динат xOy  здійснюють найпростішим із можливих способом – прямими, 

паралельними координатним осям. У цьому випадку кожна площинка – 

це прямокутник зі сторонами x , y , який утворюється у разі переходу 

від точки ),( yxM  до точки ),( yyxxN  , де 0x , 0y . Тому 

yxs  , а dydxsds  , бо для незалежних змінних x  і y  маємо: 

dxx  , dyy  . 

Отже, можна записати: 

.),(),(  
DD

dydxyxfdydxdsdsyxfI  (1.2) 
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Геометричний смисл ПДІ. Аналізуючи з геометричної точки зору 

процедуру, яка передувала означенню ПДІ, для невід'ємної в області D  

функції 0),(( yxf  )),( Dyx  , дістанемо висновок: кожний доданок 

ii sMf )(   інтегральної  суми  чисельно  дорівнює  об'єму  прямої  призми 

 

Рис. 1.2.  До тлумачення 

геометричного смислу ПДІ 

з площею основи is  і висотою 

)( iii MfMN   (рис. 1.2), а вся інтег-

ральна сума чисельно дає набли-

жене значення nV  об'єму V  тіла, 

обмеженого поверхнею ),( yxfz , 

площиною 0z  і циліндричною по-

верхнею, твірна якої паралельна осі 

Oz , а напрямною слугує межа Г  

області D . Надалі таке тіло коротко 

будемо називати циліндричним 

тілом для функції ),( yxf  на облас-

ті D . 

Вказане наближення тим краще, чим менше будуть is , тому при-

родно покласти, що nVV
0

lim


 , і кажуть: у геометричному смислі ПДІ 

від функції 0),( yxf  по області D  чисельно дорівнює об'єму циліндри-

чного тіла для функції ),( yxf  на області D , тобто: 

.),(
D

dydxyxfV  (1.3) 

Фізичний смисл ПДІ. Нехай D  – плоска тонка пластина зі змінною 

густиною ),( yx , товщина якої настільки мала, що густину за тов-

щиною можна вважати незмінною. Поверхневою густиною в даній точці 

)( iM  назвемо границю відношення маси площинки до її площі is  

(див. рис. 1.1) за умови, що вона – площа – прямує до нуля. 

Добуток ii sM  )(  дає наближену масу однієї площинки, а сума 





n

i
iin sMI

1

)(  – наближене значення маси m  всієї пластини D . Це 

наближення тим точніше, чим менше кожне is , тому покладають 
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


D
n dsyxIm ),(lim

0
 

і кажуть: у фізичному смислі ПДІ від поверхневої густини ),( yx  плос-

кої пластини D  чисельно дорівнює її масі, тобто: 


D

dxdyyxm ),( . (1.4) 

Основні властивості ПДІ не відрізняються від властивостей ви-

значеного інтеграла: 

1. ПДІ від суми будь-якого скінченного числа функцій дорівнює сумі 

відповідних інтегралів від доданків: 

   
D

k

DDD

k dsfdsfdsfdsfff  2121 . 

2. Сталий множник можна виносити за знак (символ) ПДІ: 

 
DD

dsfcdsfc ,   c – const . 

3. Якщо область D  розбито на дві підобласті 1D , 2D , які не мають 

спільних внутрішніх точок, то ПДІ по всій області D  дорівнює сумі інтег-

ралів по її підобластях: 

 

21 DDD

dsfdsfdsf ,   де   DDD 21 , 21 DD  . 

Доведення всіх властивостей ПДІ, як і визначених інтегралів, базу-

ється на властивостях границь (у застосуванні до інтегральних сум). 

 

1.1.2. Обчислення подвійного інтеграла в декартових координатах 
 

Нехай функції )(1 xy  , )(2 xy   визначені і неперервні на відріз-

ку ],[ ba  осі Ox , а )(1 yx  , )(2 yx   – на відрізку ],[ dc  осі Oy . 

Область 

)}()(,),({ 21 xyxbxayxDy   

називають правильною у напрямі осі Oy  (рис. 1.3), а область 
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)}()(,),({ 21 yxydycyxDx    – 

правильною у напрямі осі Ox  (рис. 1.4). 

  

Рис. 1.3. yD  – правильна область 

у напрямі осі Oy  

Рис. 1.4. xD  – правильна область 

у напрямі осі Ox  

Дуги кривих )(1 x  і )(2 x  називають нижньою і верхньою ділян-

ками межі області, а )(1 y  і )(2 y  – лівою і правою. 

Межі yГ , xГ  правильних областей yD , xD  у символах описують 

так: 

)}(),(;,),({ 21 xyxybxaxyxГ y  , 

)}(),(;,),({ 21 yxyxdycyyxГx  . 

Область, правильну як у напрямі осі Ox , так і в напрямі осі Oy , бу-

демо називати просто правильною плоскою областю. 

Щоб установити, чи є задана область правильною у напрямі якоїсь 

з осей координат, слід перевірити наявність у неї так званої характерис-

тичної властивості: якщо область є правильною у напрямі осі Oy  (Ox ), 

то кожна пряма 0xx   ( 0yy  ), що проходить через внутрішню 

точку M  області )( ГM  , перетинає межу області лише у двох точках 

і кожна з ділянок межі Г  – нижня, верхня (ліва, права) – є дугою лише 

однієї кривої. По суті yD  ( xD ) як множина точок є різницею двох криво-

лінійних трапецій із рівними основами на осі Ox  (Oy ). 
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Область D , яка не є правильною, легко подати у вигляді об'єднан-

ня областей типу xD , yD , здійснивши розбиття її на частини прямими, 

паралельними координатним осям, відповідно до вимог характеристич-

ної властивості. Як правило, це легко зробити, якщо ділянки межі області 

є дугами графіків елементарних функцій, заданих у явному вигляді. На 

підставі адитивності ПДІ (властивість 3) можна зробити висновок, що об-

числення ПДІ по будь-якій замкненій області D  зводиться до вміння зна-

ходити їх по правильним у напрямі осей Ox , Oy  областям. 

Теорема (про обчислення ПДІ зведенням до двократного визначе-

ного інтегрування): ПДІ області yD )( xD  можна знайти обчисленням ви-

значеного інтеграла за змінною )(yx  від визначеного інтеграла за змін-

ною )(xy  за формулою: 

dxdyyxfdxdyyxfI
b

a

x

xDy

 



















)(

)(

2

1

),(),(  (1.5) 


























  





dydxyxfdxdyyxfI
d

c

y

yDx

)(

)(

2

1

),(),( . (1.6) 

У формулах (1.5), (1.6) інтеграли у квадратних дужках (за змінною 

y, x відповідно) називають внутрішніми, а інтеграли від них (за змінною 

x, y відповідно) – зовнішніми. Праві частини цих формул називають 

двократними, або повторними, інтегралами від функції ),( yxfz  по 

області yD  )( xD . 

Застосовують й іншу (без квадратних дужок) форму запису двократ-

них інтегралів, указуючи поруч із символом зовнішнього інтеграла дифе-

ренціал відповідної змінної, а саме: 









)(

)(

2

1

),(),(

x

x

b

aD

dyyxfdxdxdyyxf

y

, (1.7) 









)(

)(

2

1

),(),(

y

y

d

cD

dxyxfdydxdyyxf

x

. (1.8) 
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Зауваження: 

1) зовнішній інтеграл завжди має сталі межі інтегрування і беруть 

його після обчислення внутрішнього; 

2) під час внутрішнього інтегрування за y )(x  іншу змінну – x  )(y – 

розглядають як параметр (із ним поводяться як із константою); 

3) у разі обчисленні ПДІ по деякій області D  (не обов'язково пра-

вильній) можна обирати будь-який порядок інтегрування (зовнішні інтег-

рали брати за змінною x , внутрішні – за y , чи навпаки) і це не вплине, 

звичайно, на остаточний результат, хоча з технічного боку, як правило, 

один із підходів виявляється більш прийнятним, ніж інший; 

4) загальний випадок, коли ніякі обмеження на знак підінтегральної 

функції не накладено, можна звести до розглянутого вибором нової сис-

теми координат паралельним перенесенням системи xOyz . 

 
1.1.3. Загальний порядок обчислення повторних інтегралів 
 

Висвітлимо це питання у вигляді коментарів, розв'язуючи конкрет-

ний приклад. 

Приклад 1. Обчислити ПДІ від функції )(6),( yxyxfz   по об-

ласті D  з межею }012,,0),{(  yxxyyyxГ  (після символу 

│ вказано рівняння ліній, що обмежують область D ). 

1. Зображуємо (будуємо) область інтегрування й аналізуємо її з ме-

тою встановлення того, чи буде вона правильною у напрямі якоїсь із ко-

ординатних осей. Якщо "так", то застосуємо безпосередньо одну з фор-

мул – (1.7) або (1.8); якщо "ні", то попередньо розіб'ємо D  на правильні 

підобласті і скористаємося властивістю адитивності ПДІ. 

У цьому прикладі область інтегрування є правильною у напрямі Ox  

(рис. 1.5а), адже виконуються вимоги характеристичної властивості: ліва 

і права ланки межі області – відрізки двох прямих: 12  yx , yx  , тому 

можна записати: 

 )}()(,),{( 21 yxydycyxDD x  

}.12,10),({ yxyyyx   (1.9) 

У напрямі осі Oy  область D  не є правильною (рис. 1.5б), бо нижня 

ділянка її межі складається з відрізків двох різних прямих: 0y , xy  . 
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Але її можна подати у вигляді об'єднання двох правильних у напрямі Oy  

областей 1D , 2D , на які D  розбивається прямою 0x : 21 DDD  , де: 







  )1(

2

1
0,01),(1 xyxyxD . (1.10) 







  )1(

2

1
,10),(2 xyxxyxD . (1.11) 

  

а) б) 

Рис. 1.5. Зображення області інтегрування ПДІ 

2. Установлюємо межі зовнішнього і внутрішнього інтегрування 

та виписуємо повторні інтеграли. 

Для цього область чи підобласть типу xD )( yD  подумки або графіч-

но проєктуємо на вісь Oy  )(Ox , тоді кінці одержаного відрізка, точніше 

їхні ординати c, d  (абсциси a, b ), визначають межі зовнішнього інтегру-

вання. Потім з'ясовуємо, якими функціями описано ліву і праву (нижню 

і верхню) ділянки межі області чи підобластей, тобто встановлюємо вид 

функцій )(1 yx  , )(2 yx   ( )(1 xy  , )(2 xy  ), які і визначають ме-

жі внутрішнього інтегрування. 

Згідно з рис. 1.5а область D  проєктується на відрізок ]1,0[],[ dc  

осі Oy . Для кожного y  із ]1,0[  абсциса x  змінюється від 12)(1  yy  

до yy  )(2 . Відповідний перехід від ПДІ до повторних інтегралів має 

вигляд: 





y

yD

dxyxdydxdyyxI
12

1

0

)(6)(6 . (1.12) 
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Для іншого порядку інтегрування, згідно з рис. 1.5б, маємо: підоб-

ласть 1D  )( 2D  проєктується на відрізок ]0,1[  ])1,0([  осі Ox , при цьому 

ордината y  у цих межах змінюється від 0  до )1(
2
1

x  (для 1D ) і від x   

до )1(
2
1

x  (для 2D ). Отже, 















 

21

)()(6)(6
DDD

dydxyxdydxyxdydxyxI  

















 





)1(
2

1
1

0

)1(
2

1

0

0

1

)()(6

x

x

x

dyyxdxdyyxdx . (1.13) 

Як бачимо, порівняно з (1.13) перевагу слід віддати двократному ін-

тегралу із (1.12), оскільки його відшукання потребує вдвічі менше обчис-

лювальної роботи. Слід зауважити, що межі інтегрування фактично були 

одержані ще в пункті 1 під час опису областей D , 1D , 2D  (див. формули 

(1.9), (1.10), (1.11)). 

3. Обчислюємо повторні інтеграли від функції ),( yxfz   по області 

D, починаючи з внутрішнього. Якщо внутрішній інтеграл "громіздкий",  

то його можна знайти окремо; у протилежному випадку обчислення двокра-

тного інтеграла проводять "ланцюжком", що і зробимо в формулі (1.12): 















y

y

y

y

xy
x

dydxyxdyI

12

21

012

1

0
2

6)(6  

 





 













































1

0

2
1

0

2
2

2

2
1

3
2
5

6)12(
2

)12(

2
6 dyyydyyy

y
y

y
 

1
2
1

2
3

6
5

6
2
1

2
3

6
5

6
1

0

23 





 






  yyy . 

Під час внутрішнього інтегрування функцію yxyxf ),(  розгля-

нуто як функцію від x  за умови, що y  є сталою величиною, тому первіс-

ною для неї буде функція xy
x


2

2

. 
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1.2. Подвійний інтеграл у полярних координатах 
 

1.2.1. Полярна система координат 
 

Поряд із добре відомою декартовою (прямокутною) системою коор-

динат xOy , у якій кожній точці площини відповідає пара чисел ),( yx  – 

проєкцій точки на координатні осі, існує так звана полярна система ко-

ординат. Зафіксуємо на площині деяку точку O  – полюс і промінь OP  – 

полярну вісь, виберемо довільним чином відмінну від полюса точку M  

(рис. 1.6). 

 

Рис. 1.6. Полярні координати точки 

Відстань   від полюса O  до точки M  називають полярним радіу-

сом точки M : 0 OM . Кут нахилу   полярного радіуса OM  до по-

лярної осі OP  називають полярним кутом точки .M  У точки O  поляр-

ний кут невизначений. 

Числа   і   називають полярними координатами точки M  і пи-

шуть: ),(   або ),( M . Полюс O  і полярну вісь OP  з масштабним 

відрізком OE  називають полярною системою координат О. Поляр-

ний кут   визначається неоднозначно, адже для заданого 0  точки 

з координатами )2,(  k , де ...},2,1,0{ Zk , співпадають. За-

звичай значення   беруть з проміжку )2,0[   або ],(   і називають  

їх головними значеннями полярного кута. Для полярного радіуса   при-

пускають і від'ємні значення; тоді точці ),(  , де 0 , відповідає точка 

з координатами ),||(  ; тобто для побудови точки з від'ємним поля-

рним радіусом треба провести промінь з полярним кутом   і на його 

продовженні (від вершини O ) нанести відрізок довжини || . Полярну си-

стема координат O , яка припускає від'ємні значення  , називають 

узагальненою; вона дозволяє кожній парі дійсних чисел поставити у від-

повідність одну певну точку площини. 
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Наведемо послідовність дій і приклади побудови точок ),(   у си-

стемі O  (рис. 1.7): 

1) проводимо через полюс O  промінь під кутом  ; 

2) відкладаємо: для 0  на промені відрізок довжини   (див. точ-

ки E , 1M , 3M ); для 0  на продовженні променя (від полюса O ) відрі-

зок довжини   (див. точку 2M ). 

 

Рис. 1.7. Точки у системі O  

Рівняння 0),( F  називають рівнянням лінії L  у полярних ко-

ординатах, якщо координати будь-якої точки ),( M  на лінії задовольня-

ють його і навпаки, якщо пара чисел ),(   задовольняє рівняння, то 

  і   є координатами точки, яка належить лінії: 

0),( F  – рівняння L     0),(),(  FL , (1.14) 

де  F  – закон, який відображує властивість точок лінії; 

 – символ еквіваленції за означенням (рівнозначності, рівносиль-

ності), який читають: "те ж саме, що", "так само, як", "якщо і тільки якщо"; 

  – символ еквіваленції, який читають: "тоді і тільки тоді", "якщо 

і тільки якщо". 

Змінні   і  , які входять у рівняння лінії, називають поточними 

координатами точок лінії: під ,  мають на увазі координати будь-якої 

точки лінії. Надалі в системі O  розглядатимемо тільки неперервні криві. 

Якщо вдається відшукати (побудувати, знайти, скласти) рівняння 

лінії, тоді вивчення її властивостей зводиться до дослідження рівняння. 
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У випадку розв'язності рівняння 0),( F  відносно   або   лінію 

можна задати рівнянням у явній формі: )(  або )( . 

Наприклад, нехай a  – const  із множини дійсних чисел R , тоді рів-

няння a  описує коло радіуса a  з центром у полюсі O ; a  є рів-

нянням променя з вершиною у полюсі, нахиленого під кутом a  до поляр-

ної осі OP . 

Концентричні кола різного радіуса з центром у полюсі і промені різ-

ного кута нахилу до полярної осі з вершиною у полюсі називають коор-

динатними лініями полярної системи координат. 

Зв'язок між координатами точки у полярній O  і декартовій 

xOy  системах координат легко встановити, якщо полюс співпадає з по-

чатком координат, а полярна вісь лежить на осі абсцис (рис. 1.8), і масш-

табні одиниці обох систем однакові. 

 

Рис. 1.8. Зв'язок координат ( , ) з координатами ( x , y ) 

Із OAM  (
90 A ) маємо: 

формули переходу від декартових до полярних координат: 








,sin

,cos

y

x
 (1.15) 

де 0 ,  ],(   або  )2,0[  ; 

формули переходу від полярних до декартових координат: 

22 yx  ; (1.16) 


























;0,

,0,,

y
y
x

arcctg

x
x

y
arctg

ctg
y
x

tg
x

y

 (1.17) 
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






























.arcsin

,arccos

)arcsin(

,)arccos(

sin

,cos

22

22

yx

y

yx

x

y

x

y

x
 (1.18) 

 

1.2.2. Означення подвійного інтеграла в полярних координатах 

та його обчислення 
 

Нехай у замкненій області D , яку віднесено до полярної системи 

координат O , де   – полярний радіус )0(  ,   – полярний кут 

)20(  , O  – полюс (початок координат), задана неперервна функ-

ція ),(  Fz , або )(MFz  , де ),(  MM . 

Як і в системі xOy  (див. п. 1.1.1) здійснимо: 

– розбиття D  на площинки is  ),1( ni   із діаметром  ; 

– вибір на кожній із них точки  iiiM  , ; 

– складання інтегральної суми  



n

i
iin sMFI

1

; 

– обчислення границі I  інтегральної суми nI  коли 0  разом  

із n : 

 

n

n

II





0

lim . 

Число I  (за умови його існування) називають подвійним інтегра-

лом від функції ),(  Fz  по області D  у полярній системі координат і 

пишуть: 


D

dsMFI )(    або    
D

dsFI ),( . (1.19) 

Це означення достоту повторює означення ПДІ в декартових коор-

динатах (1.1), тому і в системі O  достатньою умовою існування I   

є неперервність функції )(MF  DM  . 

Оскільки у випадку існування ПДІ границя I  не залежить від спосо-

бу розбиття області D  на площинки, то його здійснюють найпростішим 

способом – координатними лініями полярної системи координат: концен-
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тричними колами )( const  і променями )( const  з початком у полю-

сі O  (рис. 1.9). 

 

Рис. 1.9. Область D  та її площинка isΔ  у полярних координатах 

Елемент (диференціал) площі ds  у полярних координатах через 

диференціали незалежних змінних d , d  описується спів-

відношенням: 

 ddds . (1.20) 

Отже, формула (1.19) набуває вигляду: 

 
DD

ddFdsFI ),(),( . (1.21) 

Саме таке подання ПДІ в полярних координатах дозволяє звести 

його обчислення до вираховування повторних інтегралів, за аналогією  

з обчисленням ПДІ в декартових координатах. 

Замкнену область D  у системі O  називають правильною 

за  , якщо вона обмежена двома променями  ,   (,   – const ) 

і дугами двох неперервних кривих )(1  , )(2  , причому будь-

який промінь 0 , що проходить через внутрішню точку M  області 

( ГM  ), перетинає межу області лише у двох точках (рис. 1.10). За сво-

єю суттю область D  як множина точок є різницею двох криволінійних 

секторів. 
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У символах область D  і її межа Г  описують так: 

)}()(,),({ 21 D , 
(1.22) 

)}(),(;,),({ 21 Г . 

Дуги кривих )(1   і )(2   називають відповідно першою і другою 

від полюса O  ділянками межі області. 

Замкнену область D  у системі O  називають правильною 

за  , якщо вона обмежена дугами двох концентричних кіл  ,   

(  ,   – const ) і дугами двох неперервних кривих )(1  , )(2  , 

причому будь-яке коло 0 , що проходить через внутрішню точку M  

області  ГM  , перетинає межу області лише у двох точках (рис. 1.11). 

  

Рис. 1.10.  Область, 
правильна за   

Рис. 1.11.  Область, 
правильна за   

У символах D  і її межу Г  описують так: 

)}()(,),({ 21 D , 
(1.23) 

)}(),(;,),({ 21 Г . 

Дуги кривих )(1   і )(2   називають відповідно першою і другою 

від осі OP  ділянками межі області. 

Довільну замкнену область D  у полярних координатах можна по-

дати у вигляді об'єднання правильних областей, які одержують розбит-
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тям D  на частини (підобласті) координатними лініями. Завдяки власти-

вості адитивності інтеграл по всій області дорівнюватиме сумі інтегралів 

по підобластях. Отже, як і в декартових координатах, обчислення ПДІ 

в полярних координатах зводиться до вміння знаходити його по правиль-

них областях. 

Теорема (про зведення ПДІ до повторного інтеграла): ПДІ по 

правильній області D  ( D ) можна знайти обчисленням визначеного ін-

теграла за змінною   )(  від визначеного інтеграла за змінною   )(  за 

формулою: 















  









ddFddFI
D

)(

)(

2

1

),(),(  (1.24) 





























  









ddFddFI
D

)(

)(

2

1

),(),( , (1.25) 

або (без квадратних дужок у записах повторних інтегралів): 

 










)(

)(

2

1

),( dFdI      













  









)(

)(

2

1

),( dFdI . (1.26) 

На практиці частіше застосовують такий порядок інтегрування, коли 

внутрішній інтеграл береться за змінною  , а зовнішній – за  ; тому, як-

що область інтегрування D  не є правильною, то її розбиття проводять 

на правильні за   підобласті. 

Загальний порядок обчислення ПДІ в полярних координатах прин-

ципово такий самий, як і для ПДІ в декартових координатах. Головне 

утруднення – це розпізнати області типу D , D  і встановити правильно 

межі інтегрування, окрім, звісна річ, обчислення визначених інтегралів. 

У частинних випадках прямолінійні або криволінійні ділянки межі 

областей D , D  вироджуються в точки. Так, наприклад, область D  

стає просто криволінійним сектором, якщо в точку вироджується перша 

від O ділянка межі області, і тоді 0)(1  . Якщо полюс O лежить все-
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редині області інтегрування, обмеженої однією зімкненою лінією 

)(2  , то її розглядають як правильну за   область: 

)}(0,20),({ 2 D . 

Приклад 2. Обчислити ПДІ від функції  2sin3 2z  по області D , 

обмеженій лініями:  sin2 ,  cos2 . 

 

Рис. 1.12. Область інтегрування 

1. Зображаємо область інтег-

рування D , попередньо проаналі-

зувавши рівняння кривих, що її об-

межують. 

Рівняння  sin2  описує ко-

ло радіуса 1 із центром у точці 

)1,0( , а рівняння  cos2  – коло 

радіуса 1 із центром у точці )0,1( ; 

не важко переконатися, що кола 

перетинаються у точках O  і 

)4,2( A  (рис. 1.12). 

2. Проводимо візуальний аналіз області D  з метою встановлення 

того, чи буде вона правильною за   або  . 

Область D  є правильною за   з елементами виродження O  і A , 

оскільки точці O  відповідає вироджене коло 0 , а точці A  – виродже-

на дуга кола 2 ; отже, можливі значення полярного радіуса   для 

точок області змінюються від 0  до 2 . Для відшукання можливих зна-

чень полярного кута   врахуємо, що його відлік від полярної осі OP  

здійснюється проти ходу годинникової стрілки. Подумки (або фізично) 

проводимо дугу кола з центром у точці O , яка перетинає першу і другу 

від OP  ділянки межі області, і дивимось, якими функціями вони опису-

ються, тобто установлюємо вид функцій )(1  , )(2  . У нас: 

)2arcsin()(1  , )2arccos()(2  . 

Таким чином: 

)}2arccos()2(arcsin,20),({  DD . (1.27) 
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Область D  не є правильною за  , але променем OA  її можна роз-

бити на дві правильні за   підобласті 1D , 2D , правда, теж з елементами 

виродження: 

}sin20,40),({1 D , 

}cos20,24),({2 D . 
(1.28) 

Якщо після зображення область інтегрування описано відповідним 

чином у символах (див. (1.27), (1.28)), то межі інтегрування визначаються 

"автоматично". Так на підставі (1.27) маємо: 

 




ddddI
D

)2arccos(

)2arcsin(

2

0

32 2sin32sin3 . (1.29) 

З іншого боку, із (1.28) здобуваємо: 

  ddFddFdsFI
DDD 21

),(),(),(  















 





 cos2

0

3
2

4

sin2

0

3
4

0

2 2sin2sin32sin3),( ddddF . (1.30) 

3. Обчислюємо ПДІ зведенням до повторних інтегралів. 

Знайдемо внутрішній інтеграл із (1.29) (між вертикальними рисками 

вказано довідкову інформацію з тригонометрії): 
















 







 










 2
arcsin2cos

2
arccos2cos

2
1

2cos
2
1

2sin
)2arccos(

)2arcsin(

)2arccos(

)2arcsin(

d  

2
1

2
211

2
2

2
1

)sin(arcsin;)cos(arccos

;sin211cos22cos
22222 


































































 . 

Тоді 

1
124

3
2

3
2

13

2

0

642

0

5
3

2

0

2
3 












 
















 













 
  ddI . 
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На перший погляд, реалізація (1.30) потребує більше обчислюваль-

ної роботи, бо містить два повторні інтеграли. Але якщо врахувати симет-

рію області і поверхні  2sin3 2z  відносно променя OA , то достатньо 

обчислити лише один повторний інтеграл, наприклад, перший. 

Таким чином: 









sin2

0

44

0

sin2

0

3
4

0
4

2sin62sin6 dddI  

 
 4

0

5
4

0

4 cossin48cossin22sinsin2sin24 dd  

1
2

1
8)4(sin8

6

sin
48)(sinsin48

6
6

4

0

64

0

5 














 d . 

Звичайно, у разі обчислення ПДІ не обов'язково розглядати обидва 

порядки інтегрування (хіба що для контролю правильності розв'язання), 

а вибирають кращий з точки зору об'єму обчислювальної роботи. 

Приклад 3. Обчислити ПДІ від функції )( xyarctgz   по області D , 

що обмежена лінією 0222  yyx . 

1. Зображаємо область інтегрування D , попередньо аналізуючи рі-

вняння кривої, що її обмежує. 

Рівняння 0222  yyx  описує коло з центром у точці )1,0(  і радіу-

сом 1 (рис. 1.13): 1)1( 22  yx . 

 

Рис. 1.13.  Область інтегрування 



 23 

2. Проводимо візуальний аналіз області D  з метою встановлення 

того, чи буде вона правильною у напрямі якоїсь із координатних осей. 

Відповідна область – круг – є правильною у напрямі обох осей 

координат. Розглядаючи її як yD , знайдемо функції, що описують нижню 

і верхню ділянки межі області. Для цього розв'яжемо рівняння межі від-

носно змінної y : 

2
2,1

2222 111)1(02 xyxyxyy  . 

Функція 2
1 11)( xxy   )( 2

2 11)( xxy   описує пів-

коло, яке лежить нижче (вище) прямої 1y . 

Отже, 

}1111,11),({ 22 xyxxyxDD y  , 








2

2

11

11

1

1

x

xD

dy
x

y
arctgdxdydxzI . 

Видно, що підінтегральна функція зовнішнього інтеграла (по x ) міс-

титиме (після взяття внутрішнього інтеграла) ірраціональність 
21 x , 

уникнути якої можна було б зразу за допомогою переходу до полярних 

координат; що і буде зроблено. 

3. Здійснюємо перехід до полярних координат, помічаючи, що D   

є областю типу D , яка обмежена променями 0 ,   (вони дають 

розгорнутий кут); перша від O  ділянка межі вироджена в точку O , а дру-

га – описується рівнянням  sin2 . Воно одержується із рівняння межі 

заміною x , y  на  ,   за формулами переходу до полярних координат: 





 0sin2

,sin,cos
02 2

222
22

yx

yx
yyx  

     0   .sin2   

Таким чином, у полярних координатах маємо: 

}sin20,0),({ D ;    ),(Fz . 
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4. Обчислюємо подвійний інтеграл у полярній системі координат, 

здійснюючи перехід до повторних інтегралів: 


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




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1.3. Застосування подвійного інтеграла 
 

1.3.1. Обчислення площ плоских фігур та об'ємів просторових тіл 
 

Відшукання зазначених числових характеристик геометричних 

об'єктів базується на геометричному смислі подвійного інтеграла (див. 

п. 1.1.1.) як об'ємі V  тіла, обмеженого зверху поверхнею, заданою рів-

нянням ),( yxfz  , де ),( yxf  – невід'ємна і неперервна в області D  

функція, збоків – циліндричною поверхнею з твірною, паралельною осі 

Oz , і напрямною Г ; знизу – областю D  (основою тіла) площини xOy : 


D

dydxyxfV ),( . (1.31) 

У випадку, коли 1),( yxf  Dyx  ),( , одержуємо формулу 

площі DS  плоскої фігури D : 


D

D dxdyS . (1.32) 
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Під час розв'язання задач слід мати на увазі таке: 

1) якщо D  не є правильною областю у напрямі однієї з осей коор-

динат, то її, зазвичай, розбивають на правильні підобласті; 

2) поверхня може бути задана рівнянням ),( zxy   або ),( zyx  , 

тоді область D  розташована на площині xOz  або yOz  і відповідно: 


D

dzdxzxV ),( ,     
D

dzdyzyV ),( ; (1.33) 

3) для кращого розуміння того, яке саме циліндричне тіло чи плоска 

фігура розглядаються, бажано давати схематичне зображення тіла або 

хоча б області D , щоб правильно визначити межі інтегрування. 

Приклад 4. Знайти об'єм тіла, обмеженого поверхнями 122  zx , 

04  yx , 0y . 

1. Установлюємо підінтегральну функцію і область інтегрування, 

аналізуючи рівняння поверхонь. 

Рівняння 122  zx  описує циліндричну поверхню, напрямною якої 

є коло на площині xOz  з центром у точці O  і з радіусом 1, а твірна пара-

лельна осі Oy ; 04  yx  – рівняння площини, паралельної осі Oz ; 

0y  – рівняння площини xOz  (рис. 1.14). 

 

Рис. 1.14. Циліндричне тіло 

Отже, область інтегрування }1),{( 22  zxzxD  розташована 

на площині xOz , тобто циліндричне тіло зліва обмежене кругом, а спра-

ва – плоскою фігурою, обмеженою еліпсом; підінтегральна функція: 
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xzxy  4),( . Оскільки область D  – круг, а підінтегральна функція 

проста (вона лінійна відносно змінної x ), то доцільно ввести полярні ко-

ординати. 

2. Переходимо до полярних координат і обчислюємо відповідний 

подвійний інтеграл: 


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
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)(4sin
3
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2cos
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



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




 


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1.3.2. Обчислення площі куска поверхні, обмеженого 

зімкненою лінією 
 

За допомогою ПДІ можна обчислювати не тільки площі фігур, роз-

ташованих на плоскій поверхні (площині), а й таких, які становлять час-

тину кривої (криволінійної) поверхні, обмежену зімкненою лінією. 

Розглянемо поверхню, задану рівнянням ),( yxfz  , де функція 

),( yxf  неперервна і має неперервні частинні похідні на деякій області 

площини xOy . Нехай S  – площа частини поверхні, обмеженої зімкненою 

лінією L ; через Г  позначимо проєкцію цієї лінії на xOy , а через D  –  

область на xOy , обмежену лінією Г . 

За цих умов справедлива формула площі куска поверхні: 

    dxdyzzS
D

yx 
22

1 . (1.34) 

Задачу відшукання площі S  куска поверхні ),( yxfz   розв'язують 

у такому порядку: 

1. Установлюють лінію L  (якщо вона явно не задана за умовою 

задачі), проєктують її на xOy  і визначають лінію Г , а за нею – і область 

інтегрування D . 
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2. Знаходять частинні похідні функції ),( yxfz   і підінтегральну 

функцію в формулі (1.34). 

3. Обчислюють відповідний ПДІ за формулою (1.34). 

Приклад 5. Знайти площу поверхні тієї частини параболоїда обер-

тання 422  yzx , яку вирізає круговий циліндр 122  zx . 

1. Оскільки лінія перетину заданих поверхонь – коло – проєктується 

на xOz  у коло 122  zx , то }1),{( 22  zxzxD  (як і на рис. 1.14). 

2. Рівняння поверхні 422  yzx  визначає функцію  ),( zxy  

224 zx  , для якої xyx 2 , zyz 2 . Таким чином, 

dxdzzxdzdxzxS
DD

  22 441),( . 

3. Обчислюємо ПДІ переходом до полярних координат: 
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1.3.3. Відшукання маси, моментів (статичних та інерції) 

і координат центра тяжіння плоскої пластини 
 

Якщо поверхнева густина ),( yx  плоскої пластини D  є непе-

рервною функцією, то її масу m  (згідно з фізичним смислом ПДІ (див. 

п. 1.1.1) обчислюють за формулою: 


D

dxdyyxm ),( . (1.35) 

Статичним моментом матеріальної точки з масою m  відносно осі 

(прямої) l  називають добуток маси m  на відстань d  від точки до осі: 
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dmM l  . У системі координат xOy , як правило, розглядають статичні 

моменти xM  і yM  відносно координатних осей Ox  і Oy  відповідно: 

ymM x  , xmM y  , де x , y  – координати точки, які і вказують на її від-

стань від осей координат (зі знаком  чи –). 

Розглядаючи пластину D  як множину матеріальних точок, прихо-

димо до формул статичних моментів: 


D

x dydxyyxM ),( ,     
D

y xdxdyyxM ),( . (1.36) 

Якщо зосередити всю масу в центрі тяжіння ),( cc yxC , тоді 

cx ymM  , cy xmM  , звідси дістанемо формули координат центра 

тяжіння пластини D : 











D

Dy
c

dxdyyx

dxdyxyx

m

M
x

),(

),(

,     










D

Dx
c

dxdyyx

dxdyyyx

m

M
y

),(

),(

. (1.37) 

Формули (1.37) значно спрощуються у випадку, коли Dyx  ),(  

constyx  ),( . Зокрема, якщо 1 , то маса пластини чисельно до-

рівнює її площі S: 


D

c dxdyx
S

x
1

,     
D

c dxdyy
S

y
1

. (1.38) 

Моментом інерції матеріальної точки з масою m  відносно осі l  на-

зивають добуток маси m  на квадрат відстані d  від точки до осі: 

.2dmJ   У системі координат xOy  розглядають моменти інерції 

2ymJx   і 2xmJ y   відносно координатних осей Ox  і Oy  відповідно, 

а також центральний (полярний) момент відносно точки O : yx JJJ 0 . 

Розглядаючи пластину як систему матеріальних точок, приходимо 

до формул моментів інерції: 


D

x dxdyyyxJ 2),( ,   
D

y dxdyxyxJ 2),( , 

 
D

yx dxdyyxyxJJJ )(),( 22
0 . 

(1.39) 
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Приклад 6. Знайти масу, статичні моменти, координати центра тя-

жіння, моменти інерції плоскої фігури, обмеженої аркою синусоїди 

xy sin , ],0[ x  і віссю Ox , якщо її поверхнева густина 1),(  yx . 

1. Зображаємо плоску фігуру D , яка обмежена графіком функції 

xy sin  і відрізком ],0[   осі Ox  (рис. 1.15). 

 

Рис. 1.15.  Область інтегрування 

Візуальний аналіз області D  показує, що вона є правильною у на-

прямі осі Oy : 

}sin0,0),{( xyxyxDD y  . 

2. Покладаємо 1),(  yx  і обчислюємо всі необхідні величини: m , 

xM , yM , cx , cy , xI , yI , 0I  за відповідними формулами. 

За формулою (1.35) обчислюємо масу фігури D : 
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За формулами (1.36) знаходимо статичні моменти: 
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Для координат центра тяжіння за формулами (1.37) дістанемо: 
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(абсцису cx  в силу симетрії D  відносно прямої 2x  можна було б 

вказати без обчислень). 

За формулами (1.39) обчислюємо моменти інерції: 
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1.4. Потрійний інтеграл (ПТІ) у декартових координатах 
 

1.4.1. Означення, теорема існування, геометричний 

та фізичний смисли, основні властивості 
 

Поняття "потрійний інтеграл" є природним узагальненням поняття 

"подвійний інтеграл" на випадок функції трьох змінних. Тому його озна-

чення принципово не відрізняється від означення подвійного інтеграла. 

Нехай функція ),,( zyxfu  , або )(Mfu  , де ),,( zyxMM  , ви-

значена і неперервна в замкненій області V  тривимірного простору 

xOyz , тобто – на множині точок, яка обмежена замкненою поверхнею S , 

з урахуванням точок цієї поверхні як межі області V . 

Виконаємо таку (стандартну) процедуру: 

– розіб'ємо область (тіло) V  довільним чином за допомогою сітки 

поверхонь на скінченне число n  часткових областей із об'ємами iv , 

ni ,1  (рис. 1.16)) і найбільшу з відстаней між двома точками межі част-

кової області назвемо її діаметром i  ),1( ni  , а максимальний серед 

них }{max i
i

  – діаметром розбиття області V ; 

 

Рис. 1.16. Розбиття тіла V  

на часткові області 

– виберемо у кожній із частко-

вих областей довільним чином по 

точці ),,( iiii zyxM , ni ,1 , обчис-

лимо )( iMf  і знайдемо добутки 

iiMf v)( ; 

– складемо суму всіх таких до-

бутків 

 



n

i
in iMfI

1

v ,     (1.40) 

яку назвемо інтегральною сумою 

для функції ),,( zyxf  в області V ; 

– обчислимо границю (якщо во-

на існує) інтегральної суми nI , коли 

діаметр розбиття   прямує до нуля за умови необмеженого зростання 

кількості часткових областей n . 
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Скінченна границя I  інтегральної суми nI , коли діаметр розбиття 

прямує до нуля ( 0 ), а n , називають потрійним інтегралом від 

функції ),,( zyxf  по області V  і позначають: 


V

dMf v)( ,   або   
V

dzyxf v),,( , 

де    – знак (символ) ПТІ; 

V  – область інтегрування; 

),,()( zyxfMf   – підінтегральна функція; 

vdzyxf ),,(  – підінтегральний вираз; 

x , y , z  – змінні інтегрування; 

vd  – елемент (диференціал) об'єму. 

Отже, за означенням: 

 








VV

n

i
i

n

n

n

dzyxfdMfMfII i vvv ),,()()(limlim
1

)(
0

)(
0

. (1.41) 

Теорема існування ПТІ: якщо задана функція ),,( zyxf  непере-

рвна в розглянутій замкненій області V , то існує скінченна границя інтег-

ральної суми (тобто ПТІ), і вона не залежить ні від способу розбиття тіла 

на часткові області, ні від вибору точок у них для складання інтегральної 

суми. 

У світлі цієї теореми розбиття області V  у декартовій системі коор-

динат xOyz  здійснюють найпростішим із можливих способом –

площинами, паралельними координатним площинам. У цьому випадку 

кожна часткова область – прямокутний паралелепіпед з вимірами x , 

y , z , тому 

dzdydxzyxd  vv , 

бо для незалежних змінних x , y , z  маємо: dxx  , dyy  , dzz  . 

Отже, можна записати: 

  
VV

dzdydxzyxfdzdydxddI ,,vv . (1.42) 
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Геометричний смисл ПТІ: ПТІ від функції 1),,( zyxf  по області 

V  чисельно дорівнює об'єму тіла, яке є областю інтегрування: 

 
VV

dzdydxdV v . (1.43) 

Фізичний смисл ПТІ: якщо тіло V  заповнене матеріальними точ-

ками і відома функція ),,( zyx  – густина розподілу мас, то ПТІ від 

густини тіла ),,( zyx  чисельно дорівнює його масі, тобто 

zddxdyzyxm
V

 ),,( . (1.44) 

Основні властивості ПТІ не відрізняються від властивостей ви-

значеного інтеграла і ПДІ: 

1. ПТІ від суми будь якого скінченного числа функцій дорівнює сумі 

відповідних інтегралів від доданків: 

 
V

k

VVV

k dfdfdfdfff vvvv 2121 )...( . 

2. Сталий множник можна виносити за знак (символ) ПТІ: 

 
VV

dfcdcf vv ,   constc . 

3. Якщо область V  розбито на дві підобласті 1V , 2V , які не мають 

спільних внутрішніх точок, то ПТІ по всій області дорівнює сумі інтегралів 

по підобластях: 

 

21 VVV

dfdfdf vvv . 

Властивість адитивності 30 можна узагальнити на довільне скін-

ченне число підобластей. 

 

1.4.2. Обчислення потрійного інтеграла в декартових координатах 

 

Обчислення ПТІ 
V

dxdydzzyxf ),,(  здійснюють шляхом послідов-

ного обчислення інтегралів меншої кратності, тобто зведенням до визна-
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ченого інтеграла (ВІ) за змінною інтегрування z  і змінними межами інтег-

рування (залежними від x  і y ) від подвійного інтеграла (ПДІ) по області, 

яка є проєкцією xyV  тіла V  на площину yxO . 

Нехай область V  є тілом, обмеженим знизу поверхнею ),( yxhz , 

зверху – поверхнею ),( yxHz , де ),( yxh , ),( yxH  – неперервні в за-

мкненій області yxOD  функції; D  – проєкція xyV  тіла V  на площину 

yxO , тобто xyVD  . 

Тоді, в декартових координатах має місце формула обчислення 

ПТІ зведенням його до обчислення ПДІ від ВІ: 

    














V D

yxH

yxh

dydxdzzyxfdzdydxzyxf
),(

),(

),,(,, . (1.45) 

Якщо область D  є правильною у напрямі осі yO  (див. рис. 1.3), 

тобто )}()(,),({ 21 xyxbxayxDD y  , то 

dzzyxfdydxdzdydxzyxf
b

a

x

x

yxH

yxhV

  






)(

)(

),(

),(

2

1

),,(),,( . (1.46) 

Якщо область D  є правильною у напрямі осі Ox  (див. рис. 1.4), 

тобто D = )}()(,),({ 21 yxydycyxDx  , то 

dzzyxfdxdydzdydxzyxf
d

c

y

y

yxH

yxhV

  






)(

)(

),(

),(

2

1

),,(),,( . (1.47) 

Співвідношення (1.46), (1.47) є формулами зведення обчислення 

ПТІ до послідовного обчислення трьох ВІ, або – до трикратного ін-

тегрування. ВІ зі сталими межами інтегрування називаються зовнішні-

ми, інші – внутрішніми інтегралами. 

Оскільки визначені і подвійні інтеграли вже опановано, то обчис-

лення ПТІ не має викликати утруднення. 

Стосовно тривимірної області V, як і двовимірної D, вводять понят-

тя "правильна область". Область V називають правильною у напрямі 
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осі zO , якщо кожна пряма, проведена через внутрішню точку області V 

паралельно Oz , перетинає межу S  області лише у двох точках і кожна 

з ділянок межі S  – нижня і верхня – є куском поверхні, яку описано єди-

ним аналітичним виразом. Якщо область V є правильною у напрямі осі 

zO  і проєктується на площину yxO  у правильну двовимірну область 

xyVD  , то її називають правильною тривимірною областю: 

)},(),(,)()(,),,({ 21 yxHzyxh

D

xyxbxazyxV

y


  

 (1.48) 

або 

)},(),(,)()(,),,({ 21 yxHzyxh

D

yxydyczyxV

x


  

. (1.49) 

Якщо розглянута область не є правильною, то, спираючись на вла-

стивість адитивності ПТІ, її розбивають площинами, паралельними коор-

динатним площинам, на правильні тривимірні області. 

Зауваження: якщо межу S  правильної області V  описано рівнян-

нями виду ),( zyhx  , ),( zyHx   або ),( zxhy  , ),( zxHy  , то для 

переходу від ПТІ до трикратного інтегралу слід проєктувати тіло V  від-

повідно на площини zyO  або zxO  і тоді області інтегрування опишуться 

у символах так: 

)},(),(,),,({ zyHxzyhVzyxV yz  , (1.50) 

)},(),(,),,({ zxHyzxhVzyxV xz  , (1.51) 

де yzV , xzV  – правильні у напрямі хоча б однієї з осей координат плоскі 

області. 

Для побудови більш наочного зображення областей (1.50), (1.51) 

іноді буває зручним змінити традиційне розташування осей координат  

у просторі: наприклад, вісь Ox  чи yO  розташувати вертикально або змі-

нити напрям осей на протилежний та ін. 

Розглянемо приклад обчислення ПТІ і, разом із тим, загальний по-

рядок їх обчислення. 
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Приклад 7. Обчислити ПТІ dzdydxzyxI
V
  )(  по області V , що 

обмежена поверхнями: 222 zyx  , 221 zyx  , 122  zy . 

1. Аналізуємо задані рівняння з метою встановлення того, які 

поверхні вони описують, і зображуємо (будуємо) область інтегрування 

або принаймні її проєкцію на одну з координатних площин. 

У цьому прикладі: 
222 zyx   – рівняння кругового параболоїда  

з віссю симетрії Ox  і вершиною в точці )0,0,2(A , порожнина якого містить 

початок координат )0,0,0(O ; 
221 zyx   – рівняння півсфери раді-

уса 1 з центром у точці O , яка розташована нижче площини yxO  

(рівняння 1222  zyx  описує всю сферу); 122  zy  – рівняння кру-

гового циліндра з твірною, паралельною осі Ox , і напрямною – колом 

122  zy  радіуса 1 з центром у початку координат, розташованим на 

площині yOz . На рис. 1.17 схематично зображено поверхні, що обмежу-

ють тіло V : обвідні лінії параболоїда, сфери і циліндра та кола з центра-

ми в точках O , 1O  – лінії перетину сфери і параболоїда з циліндром. 

2. Установлюємо межі інтегрування (зовнішнього і внутрішнього)  

та виписуємо трикратний інтеграл. 

Для цього подумки (або графічно) проєктуємо тіло V  на одну з ко-

ординатних площин (бажано, щоб відповідна плоска область була пра-

вильною у напрямі хоча б однієї з осей координат). У цьому випадку об-

ласть інтегрування краще проєктувати на yOz : 

)},(),(,),,({ zyHxzyhVzyxV yz  . 

До того ж, область інтегрування V є правильною тривимірною об-

ластю, бо поверхні 
221),( zyzyh  , 

222),( zyzyH   і плоска 

область }1|),{( 22  zyzyDVyz  – круг, межею якого є напрямна 

циліндра (рис. 1.18а), задовольняють умови означення правильної три-

вимірної області. Область D  є правильною двовимірною областю у на-

прямі обох осей: і Oy , і Oz . На рис. 1.18б зображено проєкцію V  

на площину yOx ; вона є правильною тільки у напрямі осі Ox . 
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а) 

 

б) 

 

Рис. 1.17. Каркаси поверхонь, що 

обмежують область інтегрування V  

Рис. 1.18. Проєкції області V  

на площини: а) yOz ; б) yOx  

Обираємо найпростішу область – круг – і здійснюємо, вже знайо-

мий перехід до полярних координат у площині yOz : 

}10,20),({
cos

sin





D

z

y
. 

Оскільки 
222  zy , то область інтегрування опишеться так: 

}2110,20),,({ 22
,  xxV , 

де подвійні нерівності у фігурних дужках дають межі інтегрування за від-

повідними змінними. 

Для підінтегральної функції )(),,( zyxzyxf   маємо: 

)cos(sin)cossin(),,()(),,(  xxxFzyxzyxf . 

Записуємо заданий потрійний інтеграл з урахуванням того,  

що  dddydz : 

  dddxxdzdydxzyxI
VV

)cos(sin)( 2 . 
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3. Обчислюємо ПТІ зведенням його до трикратного інтеграла. 










2

2

2

1

1

0

2
2

0

2 )cos(sin)cos(sin xdxdddddxxI
V

. 

У свою чергу, трикратний інтеграл обчислюємо, починаючи з друго-

го внутрішнього ВІ за змінною x : 

  )()()( 42222

1

2
2

2

1

33
2
1

12
2
1

2
1

2

22

2








 xxdxIx . 

Наступним обчислюємо ВІ за змінною  : 

 

1

0

642
1

0

242 )()( 33
2
1

33
2
1

ddI  

70
19

7
1

5
3

1
2
1

7
1

5
3

2
1

1

0

753 





 






  . 

Останнім вираховуємо зовнішній інтеграл за змінною  : 

  




 
2

0

2

0

sincos
70
19

)cos(sin
70
19

dI  

  00sin0cos2sin2cos
70
19

 . 

Якщо внутрішні інтеграли "громіздкі", то їх знаходять окремо, як це й 

було зроблено; у протилежному випадку обчислення трикратного інтег-

рала проводять "ланцюжком". 

Якщо якийсь із ВІ (внутрішній чи зовнішній) має сталі межі інтегру-

вання і його підінтегральна функція залежить від змінної, яка не фігурує 

в інших складових трикратного інтеграла, то його можна обчислити неза-

лежно від інших ВІ – автономно. Якщо зважити на цю обставину з самого 

спочатку, то можна відразу отримати відповідь. 

У разі, коли просторове тіло обмежене кусками циліндричних або / і 

сферичних поверхонь, то використовують спеціальні координати. 
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1.4.3. Потрійний інтеграл у циліндричних 

і сферичних координатах 
 

Якщо в декартовій системі координат xOyz  в одній із координатних 

площин здійснити перехід до полярних координат, то кожній точці прос-

тору відповідатиме трійка чисел, два з яких є координатами  ,  , а тре-

тя залишається декартовою: ),,( z , ),,(  y , ),,( x . Зазначені трійки 

чисел називають циліндричними координатами точки, а система коор-

динат – відповідно циліндричною. На рис. 1.19 зображено циліндричні 

координати  ,  , z ; вони пов'язані з її декартовими координатами спів-

відношеннями: 

 cosx ,   siny ,  zz  , (1.52) 

де   0 ,   20 ,   z . 

Елемент об'єму в координатах  ,  , z  зображено на рис. 1.20. 

Формула переходу в ПТІ від декартових до циліндричних коорди-

нат, з урахуванням того, що dzdddxdydzd v , має вигляд: 

dzddzfdxdydzzyxf
V Vc

  ),sin,cos(),,( , (1.53) 

де  cV  – область простору O , яка відповідає області V  в xOyz . 

Під час обчислення ПТІ із прикладу 7 вже, власне, було використа-

но циліндричні координати x ,  ,  . 

  

Рис. 1.19.  Циліндричні 

координати , , z 

Рис. 1.20.  Елемент об'єму 

в циліндричних координатах 
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Сферичним координатами точки ),,( zyxM  простору zyxO  нази-

вають числа  ,  ,  , де   – довжина радіус-вектора OM  точки M ;   – 

кут нахилу до осі Ox  проекції OM  на площину yxO ;   – кут відхилення 

радіус-вектора точки M  від площини yxO  (рис. 1.21). 

Сферичні координати  ,  ,   точки M  пов'язані з її декартовими 

координатами x , y , z  формулами: 

 sin,cossin,coscos zyx , (1.54) 

де   0 ,   20 ,  22     (див. рис. 1.21). 

Неважко переконатися у справедливості рівності 
2222  zyx . 

Наявність у рівняннях поверхонь, що описують тіло, виразу 
222 zyx   

"підказує" необхідність переходу до сферичних координат. 

Формула переходу в ПТІ від декартових до сферичних координат, 

з урахуванням того, що елемент об'єму  dddxdydzd cos2v  

(рис. 1.22), має вигляд: 

 
V

dxdydzzyxf ),,(  dddF

sV

cos),,( 2
, (1.55) 

де   sV  – область простору O , яка відповідає області V  в xOyz , а 

)sin,cossin,coscos(),,(  fF . 

 

 

Рис. 1.21. Сферичні координати 

, ,  

Рис. 1.22.  Елемент об'єму 

у сферичних координатах 
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Приклад 8. Обчислити об'єм тіла ,V  обмеженого поверхнею,  

що описується рівнянням zzyx 16)( 2222  . 

1. Аналізуємо рівняння заданої поверхні та зображуємо її. 

Оскільки x  і y  входять у рівняння тільки у квадратах, то відповідне 

тіло симетричне відносно площин zxO  та zyO ; оскільки ліва частина 

завжди додатна, то і 0z , тобто все тіло розташоване вище площини 

yxO . Це дозволяє обмежитись обчисленням об'єму чверті заданого тіла, 

яка лежить у першому октанті. 

Рівняння межі області інтегрування можна подати у вигляді: 

zzyx 4222     або   
222 4 zzyx  , 

а це означає, що лініями рівня поверхні (при constcz  ) є кола  

з центрами на осі zO  і радіусами 
24 ccR  . Саме ця обставина до-

зволяє встановити проекцію xyV  тіла на площину yxO  – нею буде круг 

радіуса 3  з центром у точці O  – проєкція перерізу тіла площиною 1z  

(узагалі "незнайому" поверхню досліджують методом перерізів). 

 

Рис. 1.23. Тіло V 

Накопичена інформація дає мож-

ливість зобразити схематично тіло V , 

яке нагадує "морську гальку" (рис. 1.23). 

2. Установлюємо межі внутрішньо-

го і зовнішнього інтегрування та випису-

ємо трикратний інтеграл. 

Наявність у рівнянні поверхні вира-

зу 222 zyx   дає підстави для перехо-

ду до сферичних координат (див. фор-

мули (1.54)). 

Подаємо рівняння поверхні в сферичних координатах: 

 zzyx 16)( 2222 



sin16)(

20,sin
22

2222

z

zyx
 

33 sin16sin16  , (1.56) 

і разом із тим отримуємо межі внутрішнього інтегрування за змінною  : 

3 sin160  . 
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Опис у символах чверті області V  (з урахуванням симетрії тіла)  

як правильної тривимірної області визначає межі інтегрування: 

}sin160,20,20|),,{( 3
41 V . 

3. Обчислюємо ПТІ зведенням до трикратного інтеграла, який знай-

демо "ланцюжком", починаючи з внутрішнього ВІ за змінною  : 

 




3

41

sin16

0

2
2

0

2

0

2 cos4cos44 dddddddV

sVV

v  



 



dddddd 2sin
3
32

sincos
3
64

3
cos4

2

0

2

0

2

0

2

00

sin1632

0

2

0

3

 







 




 3
16

3
32

3
32

2cos
2
1

3
32 2

0

2

0

2

0

2

0

dd (куб. од.). 

 

1.4.4. Застосування потрійного інтеграла 

 

Обчислення об'ємів просторових тіл базується на геометрично-

му смислі ПТІ, а саме: якщо тіло V  є правильною просторовою областю, 

то його об'єм обчислюють за формулою (1.43): 

 
VV

dxdydzdV v . 

У разі неправильної області, тіло розбивають на частини, які задо-

вольняють умови правильної тривимірної області, і залучають власти-

вість адитивності ПТІ. 

Обчислення маси тіла. Якщо густина розподілу мас ),,( zyx  

просторового тіла V  є неперервною функцією, то його масу (згідно з фі-

зичним смислом ПТІ) визначають за формулою (1.44): 


V

dxdydzzyxm ),,( . 

Інші фізичні характеристики тіла V  визначають через масу, тому 

цей інтеграл або його підінтегральна функція входять як складові части-

ни до формул, за якими ці характеристики обчислюють. 
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Статичні моменти тіла відносно координатних площин: 

 
V

xy dzyxzM v),,( ,    
V

yz dzyxxM v),,( , 

 
V

xz dzyxyM v),,( . 
(1.57) 

Координати центра тяжіння тіла: 

m

M
x

yz
c  ,     

m

M
y xz

c  ,     
m

M
z

xy
c  . (1.58) 

Формули (1.58) легко подати у розгорнутому вигляді через інтегра-

ли, скориставшись формулами (1.44) і (1.57). 

Серед моментів інерції розрізняють: 

1) моменти інерції відносно координатних осей: 

 
V

x dzyxzyJ v),,()( 22 ,  
V

y dzyxzxJ v),,()( 22 , 

 
V

z dzyxyxJ v),,()( 22 ; 
(1.59) 

2) моменти інерції відносно координатних площин: 

 
V

x dzyxzJ y v),,(2 ,  
V

y dzyxxJ z v),,(2 , 

 
V

z dzyxyJ x v),,(2 ; 
(1.60) 

3) полярний момент інерції: 

 
V

xzyzxy dzyxzyxJJJJ v),,()( 222
0 . (1.61) 

Формули (1.57) – (1.61) значно спрощуються, якщо густина розподілу 

мас constzyx  ),,(  Vzyx  ),,( ; за умови 1  маса тіла чисельно 

дорівнює його об'єму і тоді про статичні моменти та моменти інерції 

говорять як про характеристики не фізичного тіла, а просторової геомет-

ричної фігури. 
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Приклад 9. Знайти об'єм, статичні моменти і координати центра 

тяжіння геометричної фігури, обмеженої поверхнями: 122  zx , 

04  yx , 0y  (див. приклад 4 з рис. 1.14), якщо 1),,(  zyx . 

Спроєктуємо циліндричне тіло не на площину zxO , а на площину 

yxO  (рис. 1.24) й обчислимо відповідні ПТІ не в циліндричних, а в декар-

тових координатах. 

 

Рис. 1.24. Проєкція циліндричного тіла на площину xOy 

1. Подаємо в символах область інтегрування V  згідно з рис. 1.24  

і вихідними даними: 

}11,40,11),,({ 22 xzxxyxzyxV  . 

2. Обчислюємо об'єм тіла V  за формулою (1.43): 

    














 1

1

4

0

2

1

11

1

4

0

1

1

1

1

4

0

12
2

22

2

x

x

xxx

x

x

V

dydxxzdydxdzdydxdzdydxV  

 





 





2,2,cos

arcsinsin
1)4(212 2

1

1

1

1

4

0
2

tdttdx

xttx
dxxxydxx

x
 

 








dtttttdtt )cossincos4(2cos)sin4(2

2

2

222
2

2

 

  


















  4

3
cos

2sin22)(coscos)2cos1(22

2

2

32

2

2

2

2 ][ t
tttdtdtt  

(результат співпадає з раніше знайденим  4V  (куб. од.)). 
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3. Покладаємо 1),,(  zyx  і знаходимо статичні моменти xyM , 

yzM , xzM  тіла за формулами (1.57): 

0
2

2

22

2 1

11

1

4

0

21

1

4

0

1

1













 



   
x

xxx x

xV

yx
z

dydxzdzdydxdzdydxzM . 

Аналогічним чином отримуємо: 

4


 
V

yz dzdydxxM ,       8
65

V

xz dzdydxyM . 

Координати центра тяжіння здобудемо за формулою (1.58), враху-

вавши, що для 1),,(  zyx  маса тіла дорівнює його об'єму )( Vm  : 

16
1


V

M
x

yz
c ,    

32
65


V

M
y xz

c ,    0
V

M
z

xy
c . 

 

2. Запитання для самоконтролю засвоєння матеріалу 
 

1. Які кроки (дії) передують означенню подвійного інтеграла від 

функції ),( yxf  по області D ? 

2. Що називають подвійним інтегралом у декартових координатах? 

3. Як формулюють теорему існування подвійного інтеграла? 

4. Якими основними властивості володіє подвійний інтеграл? Сфор-

мулюйте їх та запишіть у символах. 

5. Яке тіло називають циліндричним і якою чисельною характерис-

тикою такого тіла є подвійний інтеграл? 

6. У чому полягає геометричний смисл подвійного інтеграла? 

7. Що називають тонкою пластиною і якою числовою характеристи-

кою такої пластини є подвійний інтеграл? 

8. У чому полягає фізичний смисл подвійного інтеграла? 

9. Які області називають правильними у напрямі осі Ox  або Oy ? 

Наведіть відповідні геометричні зображення і символьні записи. 

10. За якими формулами обчислюють подвійні інтеграли, якщо об-

ласть інтегрування є правильною? 
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11. Який загальний порядок вирахування повторних інтегралів? 

12. Якими співвідношеннями пов'язані декартови та полярні коор-

динати? 

13. Чим принципово відрізняються означення подвійного інтеграла 

в декартових і полярних координатах? 

14. У яких випадках доцільно здійснювати перехід у подвійному ін-

тегралі до полярних координат? 

15.  Чому дорівнює елемент площі у полярних координатах? 

16. Як здійснюють перехід у подвійному інтегралі від декартових 

координат до полярних? 

17. Які області називають правильними за   або   у полярних ко-

ординатах? Наведіть відповідні геометричні зображення і символьні за-

писи. 

18. Які геометричні та фізичні застосування подвійного інтеграла ви 

знаєте? 

19. Які дії передують означенню потрійного інтеграла? 

20. Що називають потрійним інтегралом у декартових координатах? 

21. Як формулюють теорему існування потрійного інтеграла? 

22. У чому полягає геометричний смисл потрійного інтеграла? 

23. У чому полягає фізичний смисл потрійного інтеграла? 

24. Якими основними властивостями володіє потрійний інтеграл? 

Сформулюйте їх та запишіть у символах. 

25. Які просторові області називають правильними у напрямі осей 

координат: OzOyOx ,, ? Наведіть відповідні геометричні зображення  

і символьні записи. 

26. За якими формулами обчислюють потрійні інтеграли з правиль-

ною областю інтегрування? 

27. Яку просторову систему координат називають циліндричною, 

сферичною? 

28. За якими формулами здійснюють перехід у потрійному інтегралі 

від декартових координат до циліндричних (сферичних)? 

29. Які геометричні та фізичні застосування потрійного інтеграла ви 

знаєте? 

30. За якої умови потрійний інтеграл чисельно виражає об'єм тіла? 

31. За якої умови потрійний інтеграл чисельно виражає масу прос-

торового тіла? 
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3. Варіанти задач самостійної контрольної роботи 
 

Задача 1. Змініть порядок інтегрування у двократному інтегралі. 

1.1. 
 2122

0

),(
x

x

dyyxfdx .   1.2. 
x

x

dyyxfdx
2

4

0

),( . 

1.3. 


y

y

e

e

dxyxfdy ),(
1

0

.    1.4. 

2

3

),(
1

0

x

x

dyyxfdx  

1.5. 
x

x

dyyxfdx
8

3

2

0

),( .    1.6. 
 y

y

dxyxfdy
231

0

),( . 

1.7. 




y

y

dxyxfdy
1

1

1

0 2

),( .   1.8. 
x

x

dyyxfdx
2

),(
1

0

. 

1.9. 
 221

0

),(
x

x

dyyxfdx .   1.10. 
x

x

dyyxfdx
12

3

4

0 2

),( . 

1.11. 
x

x

dyyxfdx
22

1

),( .    1.12. 
 28

0

4

2

),(
xx

dyyxfdx . 

1.13. 
 25

2

1

0

),(
x

x

dyyxfdx .   1.14. 
xe

e

dyyxfdx
ln

1

),(

2

. 

1.15. 




22

1 2

),(
x

x

dyyxfdx .   1.16. 


x

xx

dyyxfdx
2

4

4

0 2

),( . 

1.17. 

y

y

dxyxfdy
2

),(
1

0

.   1.18. 
x

x

dyyxfdx
7

6

6

1

),( . 

1.19. 




21

1

0

1

),(
x

x

dyyxfdx .   1.20. 
y

y

dxyxfdy
1

2

1

),( . 

1.21. 
x

x

dyyxfdx
2

2

32

0

),( .   1.22. 

 2

3

221

0

),(

yy

y

dxyxfdy . 
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1.23. 
 y

y

dxyxfdy
6

2

2

0

),( .   1.24. 


x

xx

dxyxfdx
22

2

1

),( . 

1.25. 




2

4

2

1 2

),(
y

y

dxyxfdy .   1.26. 
1

ln1

),(
x

e

dyyxfdx . 

1.27. 





211

2

1

0

),(

y

y

dxyxfdy .   1.28. 
1

ln1

),(
x

e

dyyxfdx . 

 

Задача 2. Обчисліть 
D

dxdyyxf ),(  двома способами – зведенням 

до двократних інтегралів з різним порядком інтегрування, якщо область 

D  обмежена заданими лініями. 

2.1. 
D

dxdy
y

x
2

,   :D  4x , 2y , xy 2 . 

2.2.  
D

dxdyyx )sin( ,   :D  0y , xy  ,  yx . 

2.3. 
D

dxdyxy ,   :D  2 yx , 442  yx . 

2.4. 
D

dxdyxy3
,   :D  22  xy , xy  . 

2.5.  
D

dxdyx )1( 2
,   :D  2x , xy  , xy 3 . 

2.6.  
D

dxdyx )12( ,   :D  12  xy , 0x . 

2.7.  
D

dxdyyxyx )1612( 3322
,   :D  1x , 

2xy  , xy  . 

2.8.  
D

dxdyyx )2( ,   :D  42  xy , 2 xy . 

2.9.  
D

dxdyyx 2)3( ,   :D  0x , 0y , 3 yx . 

2.10. 
D

ydxdye ,   :D  0x , xy ln , 1y , 2y . 
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2.11. 
D

dxdyyx2
,   :D  22  xy , xy  . 

2.12.  
D

dxdyxy )( 2
,   :D  1x , 2x , 0y , xy 3 . 

2.13. 
D

dxdyxy2
,   :D  0x , 

22 yyx  . 

2.14.  
D

dxdyyx )( ,   :D  22  xy , xy 21 . 

2.15. 
D

dxdy
x

y
2

,   :D  1xy , xy  , 3x . 

2.16. 
D

dxdyyx3
,   :D  0x , 1y , xy 2

. 

2.17. 
D

dxdyyx ,   :D  
2xy  , 013 2  xy , 0x    )0( x . 

2.18.  
D

dxdyxy )( 2
,   :D  

2xy  , 
2yx  . 

2.19. 
D

dxdyxy ,   :D  
22 xxy  , 0y . 

2.20. 
D

dxdyyx 2
,   :D  

2yx  , 2 yx . 

2.21. 
D

dxdy
y

x
2

2

,   :D  xy  , 2x , 1xy . 

2.22.  
D

dxdyyx )2( ,   :D  xy  , 
22 xy  . 

2.23. 
D

dxdyx2 ,   :D  0y , xy  , 22  yx    )0,0(  yx . 

2.24. 
D

dxdyyx2
,   :D  422  yx . 

2.25.  
D

dxdyxy )( ,   :D  6xy , 7 yx . 

2.26. 
D

dxdyxy ,   :D  xy 22  , 2x . 

2.27. 
D

dxdyyx3
,   :D  0x , 

24 yyx  . 
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2.28.  
D

dxdyyx )6( ,   :D  xy 5 , xy  , 1x . 

2.29.  
D

dxdyyx )cos( ,   :D  x , xy 2 , xy  . 

2.30.  
D

dxdyyxyx )3218( 3322
,   :D  1x , 

3xy  , 
3 xy  . 

 

Задача 3. Обчисліть 
D

dxdyyxf ),( , здійснивши перехід до поляр-

них координат. 

3.1.  
D

dxdyyx 22
,   0,,2: 22  xxyyxD . 

3.2.  
D

dxdyy )1( ,   0,2: 22  yxyxD . 

3.3. 
D

dxdy
yx 22 33

1
,   91: 22  yxD . 

3.4.  
D

dxdyy )4( ,   xyxD 4: 22  . 

3.5.  
D

dxdyx)3( ,   yyxD 2: 22  . 

3.6. dxdy
y

yx

D


 22

,   yyxD 2: 22  . 

3.7.  
D

dxdyx)32( ,   xyxyyxD  ,3,2: 22
. 

3.8.  
D

dxdyx)1( ,   0,06: 22  xyyxD . 

3.9. 
D

dxdyyx2
,   xyxxyxD 4,2: 2222  . 

3.10.  
D

dxdyyx 422
,   9,4: 2222  yxyxD . 

3.11.  
D

dxdyyx 229 ,   9: 22  yxD . 

3.12. 
D

dxdyxy ,   xyxyyyxD  ,,02: 22
. 
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3.13. 
D

dxdyy ,   yyxyyxD 4,2: 2222  . 

3.14.  
D

dxdyyxx 22
,   )(4)(: 22222 yxyxD     )0( x . 

3.15  
D

dxdyxy )2( ,   xyyyxD 3,0,1: 22  . 

3.16.  
D

dxdyyxy 22
,   )(9)(: 22222 yxyxD     )0( x . 

3.17.  
D

dxdyyx )( 22
,   yyxD 2: 22  . 

3.18. dxdy
yxD


 1

1
22

,   0,4: 2  yxyD . 

3.19.  
D

dxdyyx )3( ,   xyxyyxD 3,,1: 22  . 

3.20. 
D

dxdy
yx 22

1
,   94: 22  yxD . 

3.21.  
D

dxdyyx )ln( 22
,   

4222: eyxeD  . 

3.22. 
D

dxdy
yx 221

1
,   

22222 )(: yxyxD     )0( x . 

3.23. 
D

dxdy
yx

x
22

,   0,0,1: 22  yxyxD . 

3.24. 
D

dxdy
yx

xy
22

,   41: 22  yxD . 

3.25.  
D

dxdyyx )( 22
,   xyxD 4: 22  . 

3.26. dxdy
x

y
arctg

D

 ,   1: 22  yxD , 0x , 0y . 

3.27.  
D

dxdyyxyx 2222 25)( ,   25: 22  yxD . 

3.28.  
D

dxdyyx )( 22
,   04: 22  yyxD , 0x . 
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3.29. 
D yx

dxdy

2216
,   xyxD 4: 22  ,   0y . 

3.30. dxdyyx
D

  222 ,   2: 22  yxD ,   0y . 

 
Задача 4. Знайдіть об'єм тіла V , обмеженого заданими поверхнями. 

4.1. zyx 9)(2 22  ,   9222  zyx    ))(29( 22 yxz  . 

4.2. 228 yxz  ,   4z . 

4.3. 22 yxz  ,   226 yxz  . 

4.4. 2212 yxz  ,   64222  zyx    )12( 22 yxz  . 

4.5. 224 yxz  ,   xyx 422  ,   0z . 

4.6. 2225 yxz  ,   1z ,   1622  yx    )16( 22  yx . 

4.7. yyx 222  ,   yz 2 ,   yz 4 . 

4.8. 22 yxz  ,   zzyx 4222  ,   )( 22 yxz  . 

4.9. 8)( 22 yxz  ,   9222  zyx    )( 8)( 22 yxz  . 

4.10. 
222 yxz  ,   21z ,   2z . 

4.11. 
2228 yxz  ,   2212 yxz  . 

4.12. 1z ,   2236 yxz  ,   2722  yx    )27( 22  yx . 

4.13. 22 yxz  ,   2294 yxz  . 

4.14. 
222 yxz  ,   

222 yxz  . 

4.15. 4222  zyx ,   122  yx    )1( 22  yx . 

4.16. 4222  zyx ,   xyx 222     )2( 22 xyx  . 

4.17. 
22 yxz  ,   8z ,   )(2 22 yxz  . 

4.18. 22144 yxz  ,   
2218 yxz  . 

4.19. 
2xz  ,   0z ,   0y ,   7 yx . 
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4.20. 922  yx ,   0z ,   6 zyx . 

4.21. 422  yx ,   0z ,   
24 xz  . 

4.22. 
226 yxz  ,   16222  zyx    )6( 22 zyx  . 

4.23. 226 yxz  ,   2216 yxz  . 

4.24. xyx 222  ,   0z ,   22 yxz  . 

4.25. xyx 222  ,   0z ,   xz 2 . 

4.26. 
22 yxz  ,   

228 yxz  . 

4.27. 422  yx ,   yz  ,   2z . 

4.28. 
22 yxz  ,   0z ,   3x . 

4.29. 
22 yxz  ,   1 yx ,   0x ,   0y ,   0z . 

4.30. 
2242 yxz  ,   0z . 

 

Задача 5. Визначить координати центра тяжіння плоскої пластини, 

обмеженої заданими лініями, якщо відома її поверхнева густина 

),( yx . 

5.1. 26 yyx  , 0x ;  constyx  ),( . 

5.2. 122  yx , 922  yx , xy  , xy    )0( y ;  yyx  ),( . 

5.3. 22 xxy  , 0y ;  xyx  ),( . 

5.4. 42  xy , 2 xy ;  constyx  ),( . 

5.5. 
22 xxy  , 0 yx , 0y ;  constyx  ),( . 

5.6. 422  yx , xy  , 0x  )0( y ; xyyx  ),( . 

5.7. xy 6 , 
216 xy  , 4x ;  constyx  ),( . 

5.8. 
2xy  , 

3xy  ;  yyx  ),( . 

5.9. 442  xy , 2 yx ;  constyx  ),( . 

5.10. 0222  yyx , xy  , 0x ;  constyx  ),( . 



 54 

5.11. xyx 222  , 0 yx , 0 yx  )20(  x ; constyx  ),( . 

5.12. yx 3 , 
23 yx  , 0y ;  xyx  ),( . 

5.13. 442  xy , 422  xy ;  xyx 2),(  . 

5.14. 21 yx  , 1 yx , 0y ;  constyx  ),( . 

5.15. 22 xxy  , 0y ;  constyx  ),( . 

5.16. xyx 622  , 0y  )0( y ;  constyx  ),( . 

5.17. xy sin , 0y  )0(  x ;  constyx  ),( . 

5.18. 
23,0 xy  , xy 2,1 ;  xyyx  ),( . 

5.19. yyx 622  , 0x , xy  ;  constyx  ),( . 

5.20. xyx 422  , 0y , yx  ;  constyx  ),( . 

5.21. 2)1(2 xy  , 1 yx ;  constyx  ),( . 

5.22. 422  yx , 0y , xy 3  )0( x ;  xyx  ),( . 

5.23. xy ln , 0y , ex  ;  constyx  ),( . 

5.24. xy  , 22  yx ;  yyx 2),(  . 

5.25. 422  yx , 0x , xy 3  )0( y ;  yyx 2),(  . 

5.26. 12  xy , 12  xy ;  constyx  ),( . 

5.27. xy sin , 0y , 2x  )20(  x ;  constyx  ),( . 

5.28. 122  yx , 922  yx , 0y  )0( y ;  yyx  ),( . 

5.29. 
32xy  , xy 42  ;  xyyx  ),( . 

5.30. 1322  yx , 6xy  )0( x ;  constyx  ),( . 

Під час розв'язання кожної задачі слід давати зображення області 

інтегрування: плоскої фігури (області) чи просторового тіла або, принай-

мні, його проєкцію на відповідну координатну площину. 
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4. Зразки розв'язання задач 

самостійної контрольної роботи 
 

Задача 1. Змініть порядок інтегрування у двократному інтегралі: 


x

dyyxfdxI
2

0

3

1

),( . 

Розв'язання. 

1. Установлюємо рівняння ліній, що обмежують область інтегрування 

D  і зображуємо її. 

Змінну інтегрування x  зовнішньо-

го інтеграла прирівнюємо його межам, 

а змінну y  – відповідно межам інтег-

рування внутрішнього інтеграла, в ре-

зультаті чого дістанемо рівняння, ліній, 

що обмежують область D : 1x , 

3x , 0y , xy 2 . 

Зображуємо область інтегруван-

ня D  (рис. 4.1) і робимо висновок,  

що вона є правильною у напрямі осі Oy : 

}20,31),({ xyxyxDD y  . 

 

Рис. 4.1. Область інтегрування  

2. Змінюємо порядок інтегрування у заданому двократному інтегра-

лі, для чого запишемо його так, щоб зовнішнє інтегрування відбувалося 

за змінною y , а внутрішнє – за змінною x . 

Область D  не є правильною у напрямі осі Ox , оскільки ліва ділян-

ка її межі складається з відрізків двох різних прямих: 1x  )20(  y  

і 2yx   )62(  y . Але прямою 2y  її можна подати у вигляді об'єд-

нання двох правильних у напрямі Ox  підобластей 1D  і 2D : 

21 DDD  , 

}31,20),{(1  xyyxD , 

}32,62),{(2  xyyyxD . 
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Отже, остаточно маємо: 

 
3

2

6

2

3

1

2

0

2

0

3

1

),(),(),(
y

x

dxyxfdydxyxfdydyyxfdxI . 

Відповідь:  
3

2

6

2

3

1

2

0

),(),(
y

dxyxfdydxyxfdyI . 

 

Задача 2. Обчисліть 
D

dxdyyxI  двома способами – зведен-

ням до двократних інтегралів з різним порядком інтегрування, якщо об-

ласть D  обмежена заданими лініями: 0x , 2xy  , 22 xy   )0( xy . 

Розв'язання. 

1. Зображуємо область інтегрування D  (рис. 4.2), яка розташована 

в першій чверті xOy  )0( xy  і обмежена віссю Oy  )0( x  та парабола-

ми 2xy  , 22 xy  . 

 

Рис. 4.2.  Область інтегрування 

Координати точки A  встанов-

люємо як розв'язок системи рів-

нянь: 

)1,1(
1

2 2

2

2

2

A
xy

x

xy

xy


















. 

2. Проводимо візуальний аналіз 

області D  (з метою встановлення 

того, чи буде вона правильною  

у напрямі якоїсь із осей координат) 

і виявляємо, що D  – правильна 

область у напрямі осі Oy : 

}2,10),({ 22 xyxxyxDD y  , 

але не є правильною у напрямі осі Ox , бо права ділянка межі – OAB  – 

описується різними рівняннями. Тому інтеграл по області D  слід подати 

як суму інтегралів по правильних у напрямі Ox  областях 1D , 2D , 

21 DDD  , де: 
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}0,10),({1 yxyyxD  , 

}20,21),({2 yxyyxD  . 

3. Здійснюємо перехід до двократних інтегралів (враховуючи,  

що опис yD , 1D , 2D  у символах визначає водночас межі зовнішнього і внут-

рішнього інтегрування). 

Перший спосіб: 

 



dxxxxdx
y

xdyyxdxdxdyyxI

x

x

x

xDy

))2((
2
1

2
422

1

0

2
21

0

21

0

2

2

2

2

 

21
16

7
2

3
2

22
1

0

2723
1

0

2521 )( 





   xxdxxx . 

 
Другий спосіб: 

  

1 2

21

D DD

III ; 

33
8

11
4

3
2

3
2

3
2

1

0

411
1

0

47
1

0 0

23

0

1

0

1   ydyyxydydxyxdyI
yy

; 

   
 2

1

43
2

1

2

0

23
2

0

2

1

2 2
3
2

3
2

dyyyxydydxyxdyI
yy

 

  






0

1

432
3
2

,
02,2
11,2

dttt
dtdy

tyty
tyyt

 

 
77
40

11
4

7
8

3
2

2
3
2

1

0

41147
1

0

4743 





   ttdttt ; 

21
16

77
40

33
8

21  III . 

Відповідь: 
21
16

I . 
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Задача 3. Обчисліть  
D

dxdyyxx 22  по області 42: 22  yxxD , 

здійснивши перехід до полярних координат. 

Розв'язання. 

1. Зображаємо D  – перетин двох областей, що визначаються нерів-

ностями: 422  yx , xyx 222  ;  перша з яких описує круг, обмежений 

 

Рис. 4.3.  Область інтегрування 

колом 422  yx , друга – зовніш-

ність круга, межею якого є коло 

1)1( 22  yx  (рис. 4.3). 

У силу симетрії області відносно 

осі Ox  і парності підінтегральної 

функції відносно змінної y : 

),(),( yxfyxf  , 

інтегрувати можна, з урахуванням 

адитивності, по половині області D 

(виберемо для визначеності ту,  

що належить верхній півплощині). 

2. Здійснюємо перехід до полярних координат: 





 cos),(

sin

cos
),( 222 F

y

x
yxxyxf ; 

2cos204cos242: 222  yxxD . 

Область D – це різниця напівкругів 2D  і 1D , які в полярних коор-

динатах є правильними за   областями – криволінійними секторами: 

}cos20,20),({1 D , 

}20,0),({2 D . 

За властивістю адитивності ПДІ маємо: 

)(222 12

2 1

III
D DDD















  



. 
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3. Обчислюємо повторні інтеграли в координатах ),(  : 

 
 2

0

3

0

2

0

3

0

2 coscos),(

2

ddddddFI
D

 

004)0sin(sin4sin4cos4
4

cos
0

0

2

0

4

0








 dd  

(цього слід було чекати, адже cos  у першому і другому квадрантах на-

буває однакові за модулем, але різні за знаком, значення). 









cos2

0

42

0

cos2

0

3
2

0

3
1 4

coscoscos

1

dddddI
D

 

 
 2

0

42
2

0

22
2

0

5 sin)sinsin21(4cos)sin1(4cos4 ddd  

15
8

5
1

3
2

14sin
5
1

sin
3
2

sin4
2

0

53 





 






 



, 

15
16

)(2 12  III . 

Відповідь:   
15
16

I . 

 

Задача 4. Знайдіть об'єм тіла, обмеженого поверхнями: 

ayyx  22 , 0z , 2222 azyx   )0( a . 

Розв'язання. 

1. Зображаємо просторове тіло, попередньо аналізуючи рівняння 

поверхонь, що його обмежують: 

4)2( 22222 aayxayyx   – рівняння прямого кругово-

го циліндра твірна, якого паралельна осі Oz , а напрямною слугує коло  

з центром у точці )2,0( a  і радіусом 2a ; 0z  – рівняння площини xOy , 

рівняння 2222 azyx   описує сферу з центром у точці )0,0,0(O   

і радіусом a . 
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Отже, розглядуване тіло вирізане з верхньої півкулі прямим круго-

вим циліндром (куля зображена слідами відповідної сфери на чверть-

площинах першого октанта) (рис. 4.4). 

 

Рис. 4.4. Зображення тіла й області інтегрування 

2. Застосовуємо формулу обчислення об'єму тіла за допомогою 

подвійного інтеграла: 


D

dxdyzV . 

У цій задачі: 222),( yxayxfz  , область D  – основа тіла: 

ayyx  22  (див. рис. 4.4). Зважаючи на симетрію області інтегрування 

і поверхні ),( yxfz   відносно площини yOz , можна записати: 





D

dxdyyxaV 2222 ,   ayyxD  22:    )0( x . 

Для спрощення інтеграла перейдемо до полярних координат: 

22222 ),(
sin

cos
)(),( 




 aF

y

x
yxayxf ; 

 sin0sin: 222 aaayyxD  

}sin0,20),({  aD . 
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 




sin

0

22
2

0

22 22
a

D

dadddaV  







sin

0

2322
2

0

sin

0

222122
2

0

)(
3
2

)()(
a

a

adadad  

   
 2

0

333
2

0

323222 )cos(
3
2

)sin(
3
2

daadaaa  























 






















2

0

3
3

2

0

2
2

0

3

3

sin
sin

23
2

sin)sin1(
3
2

adda  







 















 




3
2

23
2

3
1

1
23

2 33 aa  (куб. од.). 

Відповідь:   )43(
9

3


a

V  (куб. од.). 

 
Задача 5. Визначить координати центра тяжіння однорідної плас-

тини, обмеженої лініями: 2xay  , ayx 2  )0( a . 

Розв'язання. 

1. Зображуємо платівку з ура-

хуванням, що рівняння 2xay   опи-

сує параболу, симетричну відносно 

осі Oy , з вершиною в початку коор-

динат, а ayx 2  – рівняння пря-

мої, що відтинає на кожній коорди-

натній осі відрізок величиною a2  

(рис. 4.5). 

Координати точок A  і B  уста-

новлюємо як розв'язок системи рів-

нянь: 

 

Рис. 4.5. Зображення пластини 









































.)4;2(

);(

2

2

2
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2 2

1222

aaB

aaA

xay

ax

ax

xay

aaxx

ayx
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Як можна бачити, пластина є правильною у напрямі осі Oy  областю: 

}2,2),({ 2 xayaxaxayxDy  . 

2. Обчислюємо координати центра тяжіння пластини з урахуванням 

того, що її поверхнева густина constyx  ),(  за формулами (1.37): 


D

c dxdyx
S

x
1

,   
D

c dxdyy
S

y
1

, 

де 
D

dxdyS  – площа пластини. 









 











a

a

xa

a
x

a

a

xa

a
x

a

aD

dx
a
x

xaydxdydxdxdyS
2

2
2

2

2

2

22
2

 

2222
22

2

2

32

2
9

3
8

24
32

2
32

2 aaaa
aa

a
a

xx
ax

a

a







 





















; 









 











a

a

xa

a

x

a

a

xa

a

x

a

aD

dx
a
x

xaxydxxdydxxdxdyx
2

3
2

2

2

2

2

2
2

2

 

33

2

43
2

4
9

3
8

4
1

3
1

1
43

aa
a

xx
ax

a

a







 












; 









 











a

a

xa

a

x

a

a

xa

a

x

a

aD

dx
a

x
xaydxdyydxdxdyy

2
2

4
2

2
2

2

2

2

)2(
2
1

2
1

2

2

 

3
3

2
2

53

5
36

5
32

3
64

5
1

3
1

253

)2(

2
1

a
a

a

xxa
a

a







 

















. 

Отже, 

2
2
9
4
9

1

2

3

a

a

a
dxdyx

S
x

D

c 


  ,   
5

8

2
9
5
36

1

2

3

a

a

a
ydxdy

S
y

D

c   . 

Відповідь:   







5
8

;
2

);(
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CyxC cc . 
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