
 

134
Управління розвитком, № 3–4 (189–190), 2017

Математичні методи, 
моделі та інформаційні  
технології в економіці

JEL Classification: C33, C53 УДК 332.05; 338.27 

ПОБУДОВА ТА ДОСЛІДЖЕННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ  
СТАЛОГО ЕКОНОМІЧНОГО РОЗВИТКУ ЛУГАНСЬКОЇ ОБЛАСТІ
Фесенко І. А. 
Фесенко М. С. 

Анотація. Досліджено питання сталого розвитку Луганської області на основі математичного моделювання 
як способу вивчення прихованих резервів і прогнозування можливих напрямів розвитку соціально-економічної сфери 
регіону. Розроблено методику застосування математичних методів оптимального управління в проведенні кількісних 
і якісних досліджень питань сталого розвитку депресивного регіону України. Практичні рекомендації, що отримані  
у вигляді математичних викладень, стосуються таких ключових питань розвитку регіону, як: визначення стійкості 
соціально-економічної моделі регіону; формування оптимальної стратегії розвитку Луганської області як багато-
критеріального завдання; вибір адекватного сценарію, алгоритму управлінських дій; оптимальний розподіл ресурсів  
та ін.
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ПОСТРОЕНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ  
МОДЕЛИ УСТОЙЧИВОГО ЭКОНОМИЧЕСКОГО  
РАЗВИТИЯ ЛУГАНСКОЙ ОБЛАСТИ
Фесенко И. А. 
Фесенко Н. С. 

Аннотация. Исследованы вопросы устойчивого развития Луганской области на основе математического мо-
делирования как способа изучения скрытых резервов и прогнозирования возможных направлений развития социально-
экономической сферы региона. Разработана методика применения математических моделей оптимального управле-
ния в проведении количественных и качественных исследований вопросов устойчивого развития депрессивного региона 
Украины. Практические рекомендации, полученные в виде математических выкладок, касаются таких ключевых во-
просов развития региона, как определение устойчивости социально-экономической модели региона; формирование 
оптимальной концепций развития Луганской области как многокритериальной задачи; выбор адекватного сценария, 
алгоритма управленческих действий; оптимальное распределение финансовых и материальных ресурсов и др.

Ключевые слова: регион, устойчивое развитие, оптимальное управление, математическое моделирование, сце-
нарий развития.
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CONSTRUCTION AND INVESTIGATION OF THE MATHEMATICAL  
MODEL OF LUGANSK REGION’S SUSTAINABLE  

ECONOMIC DEVELOPMENTS
I. Fesenko

М. Fesenko

Abstract. The article investigates issues of sustainable development of Lugansk region on the basis of mathematical modeling 
as a way of studying hidden reserves and forecasting possible directions for the development of the region’s economic and social 
sphere. The methodology of applying mathematical models of optimal control in carrying out quantitative and qualitative studies 
of the issues of Ukrainian depressed region’s sustainable development is worked out. The practical recommendations obtained 
in the form of mathematical calculations and graphs concern such key issues of regional development as determination of the 
sustainability of the region’s social and economic model; formation of optimal concepts for the development of Lugansk region 
as a multicriteria task; selection of an adequate scenario and an algorithm of management actions; the optimal distribution of 
financial and material resources, etc.

Keywords: region, sustainable development, optimal control, mathematical modeling, development scenario.

Питання сталого розвитку людського співтовариства, окремих країн, регіонів привертають увагу фа-
хівців із різних галузей знання [1–13]. Дослідження елементів поняття сталого розвитку регіону дозволяє 
розробляти ефективні плани та програми соціально-економічного розвитку, використати місцеві ресурси 
з  повнішою віддачею, будувати взаємовідносини з діловими та науковими партнерами для гармонійного роз-
витку, що проявляється у впровадженні нових ресурсозберігаючих технологій, створенні нових економічних, 
технологічних, соціальних основ для розвитку аналізованого регіону, збереженні довкілля і поліпшенні якості 
життя людини. У зв'язку з цим розробка моделей сталого розвитку адміністративно-територіальних одиниць 
України, особливо її депресивних регіонів, є актуальним завданням. Луганська область за макроекономічни-
ми показниками є найбільш проблемною серед усіх регіонів України, тому розробка заходів щодо виведення 
її на траєкторію сталого розвитку є нагальним завданням державного управління.

Питаннями побудови глобальних математичних моделей сталого розвитку вчені займалися з кінця 60-х 
років. Дж. Форрестер в 1968 році запропонував модель, що імітує основні процеси світової системи [11–14]. Ця 
модель дістала назву «World – 1». Подальше доопрацювання і удосконалення привели до появи глобальної 
динамічної моделі «World – 2», а потім і моделі Медоуза «World – 3». Модель «World – 3» була імітаційною 
і була побудована на підставі принципів системної динаміки – методу вивчення складних систем із неліній-
ними зворотними зв'язками. Інформацією для визначення функціональних зв'язків між параметрами моделі 
служать глобально усереднені дані світової статистики. Для умов окремої територіально-адміністративної 
одиниці на основі моделі «World – 3» було запропоновано математичну модель сталого економічного розвитку 
регіону у формі багатокритеріального завдання [4].

Для кожної держави і регіону перелік завдань, що закладаються в основу концепції моделі сталого роз-
витку, конкретизується, оскільки їх рішення залежить від безлічі чинників і умов, які мають свої економічні, 
політичні, територіальні й інституціональні відмінності. 

Метою цього дослідження є побудова математичної моделі та синтез закону оптимального управління 
сталим розвитком Луганської області і методики її застосування, яка дозволяє використати запропонований 
математичний апарат для проведення попередніх досліджень і отримання обґрунтованих рекомендацій по 
реалізації стратегії і сценарію сталого розвитку регіону. 

У літературі зустрічається велика кількість визначень поняття сталого розвитку [1–4; 11; 13]. Одним із 
найбільш поширених є таке. Сталий розвиток – це взаємозв'язаний і збалансований розвиток трьох основних 
секторів життєдіяльності (економічного, соціального й екологічного), що задовольняє потреби справжнього 
покоління без позбавлення можливості майбутніх поколінь задовольняти свої потреби. Цю вимогу покладено 
в основу моделювання сталого економічного розвитку регіону як об'єкта адміністративно-територіального по-
ділу держави, що є головним критерієм адекватності отриманої моделі.

У контексті динамічного моделювання основними принципами сталого розвитку, на думку багатьох ав-
торів, є збалансованість і спроможність в часі сценарію розвитку регіону [3; 5; 8]. 

Принцип спроможності в часі означає інваріантність в часі якісних і кількісних критеріїв, які були за-
кладені в план довгострокового розвитку регіону. 

Принцип збалансованості в контексті сталого розвитку припускає досягнення запланованих показників 
в екологічній, економічній і соціальній сферах одночасно, причому в процесі руху система повинна здійснюва-
ти балансування диспропорцій розвитку між цими показниками.



 

136
Управління розвитком, № 3–4 (189–190), 2017

У зв'язку з цим при моделюванні подібної багатозадачної системи потрібне використання не єдиного – 
узагальненого критерію, а деякої сукупності критеріїв якості. Тобто виникає необхідність використання век-
торних критеріїв, що складаються з низки вторинних критеріїв, кожен з яких відбиває деяку певну вимогу 
до якості руху. Але, оскільки в загальному випадку досягти екстремуму одночасно за декількома критеріями 
неможливо, рішення проблеми векторної оптимізації вимагає певного компромісу шляхом формування де-
якого нового функціоналу. З огляду на те, що побудова такого узагальненого функціоналу є неформальною 
процедурою, то вид його повністю залежить від вибраної схеми компромісів. 

У роботах [16; 17] запропоновано методи векторної оптимізації лінійних динамічних систем за фіксова-
них граничних умов об'єктів. У завданні визначення оптимального закону управління соціально-економічним 
розвитком регіону як багатопараметричної моделі потрібно формалізувати процедуру синтезу закону управ-
ління у функції координат стану, що забезпечує необхідну якість системи за довільних початкових умов. Ця 
обставина принципово ускладнює проблему синтезу для багатокритеріальних систем. У літературі прак-
тично відсутні прикладні методи синтезу таких систем управління, тим більше для нелінійних соціально-
економічних моделей [15–17].

У зв’язку із цим пропонується методика застосування математичного апарату наявної синергетичної 
теорії управління до рішення задачі визначення сталого розвитку регіону, яка в загальному вигляді полягає 
в умисному введенні в простір станів математичної моделі деяких постійних функціональних співвідношень, 
що синтезується, між параметрами моделі, тобто таких інваріантних інтегральних різноманіть, на яких при-
родні властивості об'єкта управління якнайкраще узгоджуються з відповідними вимогами поставленого за-
вдання сталого розвитку регіону. Зрозуміло, що при цьому повинні гарантуватися загальносистемні власти-
вості сталого розвитку – сталість, збалансованість і спроможність. 

Введення інваріантних різноманіть у процедуру синтезу наділяє цю систему загальними глобальними 
властивостями та дозволяє виявити спорідненість різнорідних явищ, які відбуваються в об'єктах управління. 
Представлення цих явищ на математичній мові являє собою сукупність приватних (перших) інтегралів дифе-
ренціальних рівнянь оптимальної системи, що синтезується.

Узявши за основу методику побудови модифікованої математичної моделі сталого розвитку регіону, за-
пропоновану проф. Н. Н. Даниловим [4], доповнивши її отриманням необхідних інваріантних різноманіть, що 
відповідають порядку моделі, побудуємо модель сталого розвитку Луганської області як багатопараметрич-
ної нелінійної системи.

Доцільно виділити такі вимоги до математичної моделі сталого розвитку Луганської області:
встановлення і конкретизація взаємних впливів трьох секторів регіону (соціального, економічного, ––

екологічного) і кореляційного їх розвитку;
наявність в моделі параметрів управління розвитком регіону у довгостроковому інтервалі часу, а та-––

кож усіх обмежень і умов, що відбивають положення концепції сталого розвитку;
облік синергетичного ефекту багатоцільового характеру розвитку секторів регіону у вигляді інварі-––

антних різноманіть;
сталий розвиток є багатокритеріальним керованим процесом, і найбільш відповідним механізмом ––

управління розвитком економічного регіону на довгостроковий період є обрана схема компромісів.
Розглянемо пропоновану методику синтезу закону оптимального управління соціально-економічною 

системою регіону. Визначимо закон управління u(x1…xn) об'єктом:
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Вектор x(t) = (x1(t)..., xn(t)) описує стан регіону у момент часу t; вектор u(x1, ..., xn) являє собою сукупність 
керуючих впливів, що забезпечує послідовний перехід відображаючої точки системи з довільної початкової 
точки (у деякій припустимій галузі) спочатку в околицю деякого інваріантного різноманіття в просторі коор-
динат:

	 ψ =1( , , ) 0,nx x 	 (2)

а потім рух уздовж ψ = 0 (2) в початок координат простору станів (x1=х2=...=хn=0). Вважатимемо, що на траєк-
торіях вказаного руху управління u доставляє мінімум наступному супроводжуючому функціоналу: 
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де ψ(х1...,хn) конструйована агрегована макрозмінна координат;
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У контексті сталого розвитку процес управління станом регіону на відрізку часу (t0, tS) = (t0, t1…tS) мож-
на показати на моделі (1, 4) таким чином. Під впливом обраних в початковому стані х0 = (x0

1…x0
n) управлінь 

u1(t) регіон переходить (в силу системи рівнянь (1) при t = t1) в новий стан x(t1). Далі, під впливом управлінь 
u1(t2), вибраних в стані x(t1), регіон переходить в новий стан x(t2) і т. д. до моменту t = tS. В результаті фор-
муються послідовність (алгоритм допустимого управління) u(t) = u(t1)…u(tS) і відповідна послідовність станів  
x(t) = x(t0)...x(tS).

Слід зауважити, що одні компоненти вектора стану x(t) описують економічний стан регіону, інші – еко-
логічний стан, а треті – соціальний стан. Це ж можна говорити і про вектор управлінь u(t). Взаємозв'язаний 
розвиток цих трьох секторів реалізований в моделі (1) – (4) залежністю правих частин рівняння руху від усіх 
керуючих впливів (u1…um).

З форми супроводжуючого функціонала (3) виходить, що критерій оптимальності не постулюється за-
здалегідь, а формується шляхом вибору відповідних функцій ψ з використанням рівнянь об'єкта (1). Такий 
підхід дозволяє побудувати супроводжуючий функціонал (3), що задовольняє обраній схемі компромісу при 
багатокритеріальному синтезі системи. Використовуючи, згідно з [16], рівняння Ейлера–Лагранжа, маємо 
таке рівняння екстремалей:

	 ψ φ ψ+ = = > ( ) ( ) 0, 0,
c

T t T
m

	 (5)

де      φ (ψ) ψ > 0, рішення якого ψ (t), доставляє мінімум функціоналу (3); 
T – параметр, що визначає міру компромісів векторних критеріїв оптимальності. 
З (5) з урахуванням виразу (4) та рівнянь об'єкта (1) отримуємо основне функціональне рівняння:
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З (6) можна отримати закони управління, які неминуче переводять систему в околицю різноманіття  
ψ = 0, оскільки диференційне рівняння (5) має властивість асимптотичної стійкості в цілому відносно ψ = 0. 
Залежно від обраної функції ψ(х1, ..., хn) і рівнянь об'єкта (1) можна побудувати різні закони управління якості, 
що задовольняють конкретним критеріям.

Завдання синтезу управління, оптимального за відповідними критеріями якості, найбільшою мірою про-
являє свої особливості в умовах, коли необхідно враховувати обмеження на координати стану і управління 
(обмеження ресурсної, кадрової і фінансової систем). Облік обмежень можна здійснювати шляхом форму-
вання відповідних макрозмінних ψ(х1, ..., хn) в функціоналах, що оптимізують і конструювання на їх основі 
конкретних критеріїв якості. 

Побудуємо модифіковану динамічну модель сталого розвитку Луганської області. Для цього, користую-
чись технологією, викладеною в [4], розрахуємо вагові коефіцієнти рівнянь моделі.

Для розрахунку вагових коефіцієнтів і параметрів компромісу використано дані по модельованому регі-
ону за період з 2010 – 2015 рр. [18], а саме: валовий регіональний продукт на душу населення, річний випуск 
продукції в Луганській області, чисельність населення, величини смертності та міграції населення в різних 
діапазонах віку, показники площ оброблюваних сільськогосподарських земель тощо. 

Діями, що керують, використовуватимемо частки коштів у різні сфери фінансування: частки витрат бю-
джету і залучені інвестиції, що направляються в промисловість, на виробництво послуг, на відновлення родю-
чості ґрунту, зруйнованого ерозією, на відновлення ресурсів (чи їх вторинну переробку) і на демографічний 
розвиток регіону.

Багатокритеріальна система управління соціально-економічною сферою Луганської області з ураху-
ванням динаміки основних макроекономічних і соціальних показників [18] може бути представлена системою 
рівнянь [4; 15]:
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Виберемо агреговану змінну [15]:
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 тоді похідна ψ ( )t  після підстановки  ( )ix t  з (7) набирає вигляду:
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прийнявши:
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Підставивши ψ (8),  ( )tψ   (9) в оптимізуючий функціонал, отримуємо критерій якості:
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Підставивши ψ (8) в рівняння (6), отримуємо оптимальний за критерієм (11) закон управління:
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В законі управління u ваговий коефіцієнт k пов'язаний з параметром Т таким співвідношенням:
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а коефіцієнти аi  визначаються через βi вираженням:
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Приведене співвідношення (13) встановлює зв'язок між параметром = c
T

m
 у критерії (11) і ваговим  

коефіцієнтом k, a вираження (14) – між коефіцієнтами нелінійних зворотних зв'язків βi і αi при оптимізації 
системи.

Для апробації запропонованої методики синтезу закону управління досить розглянути три індикатори – 
по одному для кожної підсистеми:

– рівень забруднення довкілля;
– чисельність населення;
– рівень добробуту населення.
Спочатку зробимо моделювання без залучення запропонованої методики знаходження компромісів з лі-

нійним законом управління, що наведено в [3]. Результати відображено на рис. 1а. 
Для порівняння здійснимо моделювання відповідно до запропонованої методики. Остаточно модифікова-

на динамічна модель розвитку Луганської області матиме вид:
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Відповідно до обраного параметра компромісу Т=0,5 критерій прийме вигляд:
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а закон керування отримаємо у вигляді:
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Результати моделювання отриманої системи наведено на рис. 1а і 1б.
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Рис. 1. Результати моделювання розвитку Луганської області:  
а – при застосуванні лінійного закону управління регіоном;  

б – при застосуванні синергетичного методу синтезу закону управління і нелінійної функції управління

Результати моделювання на модифікованій моделі «World – 3» при лінійній функції управління розподі-
лом капіталовкладень в різні сектори показують, що при початку функціонування нових виробництв у 2020  р. 
криза настає приблизно до 2030–2033 р.р. з причини виснаження ресурсів – 4, що призводить до зниження 
виробництва продукції. Спочатку падає матеріальний рівень життя – 3, потім чисельність населення – 1 і ка-
піталовкладення в сільське господарство – 6, як наслідок – зниження чисельності та купівельної спроможнос-
ті населення. У наявності дисбаланс між економічною і екологічною підсистемами і, як наслідок, зменшення 
населення за рахунок міграції економічно активної його частини, що тільки ускладнює ситуацію. Зростання 
капіталовкладень на відновлення ресурсів не дає значного ефекту. 

Моделювання з модифікованою моделлю «World – 3» при нелінійній функції управління розподілом 
капіталовкладень в різні сектори економіки регіону також при початку функціонування нових виробництв 
у  2020 р. показує, що в діапазоні терміну моделювання криза не настає. В цьому випадку відбувається стабі-
лізації рівня непоновлюваних ресурсів – 2, а матеріальний рівень життя – 3 і чисельність населення – 1 зрос-
тають. Економічна, екологічна та соціальна підсистеми знаходяться у балансі та стійко розвиваються. 

Таким чином, результати дослідження показують наявність потенціалу розвитку Луганської області 
за умови забезпечення стійкості соціально-економічної системи регіону, використання оптимальної страте-
гії розвитку як багатокритеріального завдання та вибору адекватного сценарію управлінських дій для опти-
мального розподілу ресурсів.

Висновки. Суть економічної категорії «стійкість соціально-економічної системи» полягає в її (систе-
ми) здатності стабільно функціонувати та розвиватися в довгостроковій перспективі в умовах внутріш-
нього та зовнішнього мінливого середовища. Саме стійкість виступає необхідною умовою переходу систе-
ми на модель сталого розвитку.

Специфіка стійкості регіональної соціально-економічної системи відбивається в її залежності як від 
стійкості підсистем, що входять до її складу, так і стійкості соціально-економічних систем більш високого 
рівня, що виступають зовнішнім середовищем. На зовнішні чинники регіональна соціально-економічна 
система не може чинити прямої дії, а це означає, що вона повинна адаптуватися до них. Чинники вну-
трішнього середовища (економічні, соціальні, екологічні й ін.) є керованими, і, впливаючи на них, можна 
управляти стійкістю системи.

Теорія сталого розвитку соціально-економічної системи базується на збалансованості соціальної, 
економічної і екологічної підсистем, але, оскільки в загальному випадку досягти екстремуму одночасно за 
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декількома критеріями неможливо, то рішення проблеми векторної оптимізації вимагає певного компромісу 
шляхом формування деякого нового функціонала, вид якого повністю залежить від обраної схеми компромі-
сів. 

Адаптивне стратегічне планування, як головна умова підвищення стійкості регіональної соціально-
економічної системи, ґрунтується на визначених оптимальних керуючих впливах, реалізація яких забез-
печує ефективне функціонування соціально-економічної системи в довгостроковій перспективі, швидку 
адаптацію до умов зовнішнього та внутрішнього середовища, що змінюються, і підвищення на цій основі 
якості життя населення.

Запропонована методика математичного моделювання сталого соціально-економічного розвитку ре-
гіону дозволить визначити алгоритм прийняття управлінських рішень для вибору оптимального сцена-
рію розвитку, алгоритму управлінських дій, ефективного розподілу фінансових і матеріальних ресурсів 
тощо.
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