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ЗАСТОСУВАННЯ АДИТИВНИХ МАТРИЦЬ 

У ЗАДАЧАХ ДИСКРЕТНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ 

 

The elements of theory of additive matrices and their ap-

pendix to the solving of tasks of discrete optimization are exa-

mined. 

 

Елементи теорії адитивних матриць 
 

Підлягає дослідженню оригінальний різновид (клас) 

матриць, які названо "адитивними матрицями". Висвітлю-

ються питання щодо основних понять, пов’язаних із ними, та 

їхніх основних властивостей. У термінах адитивних матриць та 

мовою правильних конфігурацій здійснюються постановки 

оптимізаційних задач математичного програмування [1; 2]: 

про призначення (проблема вибору, задача про наречених), 

транспортної; наводяться, з відповідним підходом, алгоритми 

їх розв’язання. 
 

Основні поняття та одномісні операції над q -ма-

трицями. 

Розглянемо числовую квадратну матрицю n -го порядку 

 
nnjiaA


 . Із n  элементів цієї матриці, розташованих у різ-

них рядках і різних стовпцях, утворимо всілякі суми виду: 

in ji

n

i
jnjj aaaa 




1

21 21 ,                     (1)
 

де перші індекси элементів – номери рядків – розташовані в 

порядку зростання, а другі індекси – номери стовпців – утво-

рюють деяке переставлення з чисел 1, 2, …, n . (Кількість таких 

сум дорівнює числу переставлень із n  символів, тобто n !). 

Якщо всі суми виду (1) рівні одному й тому ж числу q , 

то це число називають адитивом матриці A  (від лат. 

additivus – той, що додається), а сама матриця називається q-

адитивною (або матрицею з адитивом q, або коротко – q -

матрицею): 

A  – q - матриця  

1

n
ai jii




= q – const,           (2) 

де j j
k l
  k l ; {1,2,..., },k I n l I   ; I  – множина 

індексів. 

Домовимося q -адитивну матрицю A  позначати через 

q
A , її адитив – через adA  та писати adA q . Якщо число 

q  не вказується, то будемо говорити: A  – адитивна мат-

риця, а множині всіх адитивних матриць присвоїмо символ 

A


. 

Будь-яку одноелементну матрицю, тобто просто чис-

ло, будемо тлумачити як q - матрицю з адитивом, рівним 

цьому числу. Зрозуміло, що адитивною є матриця довільного 

порядку n , усі елементи якої рівні між собою. Такі матриці 

представляються добутком константи c  на матрицю In , 

складену з одиниць. 

У подальшому підсумовування елементів j -го стовпця, i -го 

рядка, всіх рядків (або стовпців) матриці будемо, для простоти 

запису, представляти символами 

, ,
,

a a ai j i j i j
i j i j
  

замість 

відповідно 

, ,

1 1 1 1

n n n n

a a ai j i j i j
i j i j
   
   

, а результати підсумовування 

позначати через 
|
, ,

j
S SS i


, де {1, 2,..., },i I n j I   , 

або більш лаконічно: , ,j ia a a   . 

Виберемо деякий елемент a
kl

 матриці A A


 . 

Підматриця 
\

B
k l

 матриці A , яка одержується викреслюван-

ням (вилученням) рядка та стовпця, на перетині яких знахо-

диться елемент 
kl

a , називається підматрицею A  без ряд-

ка\стовпця k\l: 

 

\
B

k l
 – підматриця A  без рядка\стовпця \k l   

 ( ) \{ }, \{ }
\

B a i I k j I li jk l
     .    (3) 

З одномісних операций розглянемо транспонування 

адитивної матриці та обмін місцями будь-яких двох її рядків 

або стовпців. Із означення адитивної матриці випливає: 

Все, что познается, имеет число,  

ибо невозможно ни понять ничего,  

ни познать без него. 

Пифагор 
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1) матриця 

T
A , транспонована по відношенню до q -

адитивної матриці A , також q -адитивна: 

 

A A



T T

adA q A A adA q


      ;     (4) 

 

2) матриця A , одержана з q -матриці A обміном 

місцями довільних двох рядків (стовпців), q -адитивна: 

 

A A


 adA q A A adA q


      .    (5) 

 

Основні властивості q -матриць та їхніх адитивів. 

Лінійність 

 

Теорема 1 (про лінійну комбінацію q -маmриць). 

Лінійна комбінація q
k

-матриць A
k

 ( k =1,2,…,m) є q -

матрицею A  з адитивом, рівним лінійній комбінації адитивів 

вихідних матриць: 

, 1, 2,...,A A k m c A A A adA q c q
k k k k kkk

 
         ,   (6) 

де c
k

 – const, k =1,2,…,m, – коефіцієнти лінійної комбінації. 

 

Д о в е д е н н я. Справедливість теореми випливає з 

властивості однорідності, яка має місце для всіх матриць, і 

означень суми матриць , 1, 2, ...,A A k m
k


  , та адитива 

матриці. 

 

Зв’язок адитива q -матриці з сумою всіх її елементів. 

Теорема 2. Адитив q -матриці A  складає n -ну част-

ку суми всіх її елементів S : 

A A adA q


    
1

,

S
q ai jn ni j
  .     (7) 

Д о в е д е н н я. Випишемо всі рівності, які визначають 

адитив q -матриці, тобто рівності виду (див. (1)) 

1 2
1 2 1

n
a a a an j i jj j n ii

       


= q ,           (8) 

у кількості !n  і складемо їх. Підсумовування правих частин 

цих рівностей дає !n q , а в сумі лівих частин кожний елемент 

кожного рядка зустрінеться як доданок ( 1)!n   разів (згідно з 

числом доданків, які визначають адитив підматриці ( 1)n  -го 

порядку без рядка\стовпця, на перетині яких стоїть елемент, 

що розглядається). Якщо згрупувати елементи кожного рядка 

і винести спільний множник ( 1)!n   за дужки, то одержимо: 

( 1)! ( 1)! ( 1)! !
1 2

n n n n qS S S n
          ,   (9) 

де S i


 – сума елементів i -го рядка, 1,2,...,i n . 

Оскільки сума елементів усіх рядків дорівює сумі всіх 

елементів матриці S , тому й приходимо до рівності  

S nq , або 
S

q
n

 . 

Той самий результат отримаємо, якщо підсумовуючи 

ліві частини всіх рівностей виду (8), згрупувати елементи 

стовпців. У такому разі суму S  одержимо, як результат дода-

вання сум елементів стовпців матриці A : 

 

| | |
...

1 2
S S S Sn    .                     (10) 

 

Наслідок 1. Адитив q -матриці A  дорівнює сумі се-

редніх арифметичних елементів рядків (стовпців) матриці: 

 

1 |1
( )j

n

q S q S
ii jn

     .                     (11) 

 

Введемо в розгляд відношення адитива q  до порядку 

матриці n , тобто величину 
q

n
, і назвемо її відносним адитивом 

q -матриці. 

Наслідок 2. Відносний адитив q -матриці дорівнює 

середньому арифметичному елементів матриці: 

 

2 2

1 1

ij ij

q
S

n
n n

a   .                 (12) 

 

Наслідок 3. Сума 
\k lBS елементів підматриці 

\
B

k l
 

матриці A A


  без рядка\стовпця k\l та адитив adA q  

пов’язані співвідношенням: 

 

( 1)( ) ; ,
\

S n q a k I l IB kl
k l

     ,         (13) 

 

де в перших дужках правої частини – порядок підматриці 

\
B

k l
, а в других – її адитив. 

 

Критерій адитивності матриць "мовою сум". Для 

підрахунку адитива матриці 
q

A  за означенням необхідно і 

достатньо знайти суму n  елементів, узятих по одному і тільки 

по одному з кожного рядка і кожного стовпця, а згідно з тео-

ремою 2 – знайти n -у частку суми всіх членів матриці. 

Наступна теорема дозволяє знайти адитив q -матриці за еле-

ментами довільного рядка і довільного стовпця і, разом з тим, 

устанавлює необхідні і достатні умови адитивності матриці. 

Теорема 3. Матриця A  – q -адитивна матриця тоді і 

тільки тоді, коли сума середніх арифметичних елементів будь-
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яких рядка і стовпця без елемента, який розташований на їх 

перетині, є константою c , при цьому /c q n : 

 

A A adA q


    1 1 |
,S S a c const k I l I

k l kln n


        

,   (14) 

де /c q n  – відносний адитив. 

Д о в е д е н н я ґрунтується на розглянутій вище тео-

ремі 2. 

Необхіднісmь ( ). Суму всіх елементів 
qA  можна 

представити так: 

 



ji
jiBlkk aSSaSS

lkl

,
\

| )(

,              (15) 

де 
|

, , ,
\

S S S SBk l k l


 – сума елементів k -го рядка, l -го стов-

пця, елементів підматриці 
\

B
k l

 матриці A A


  без ряд-

ка\стовпця \k l , усіх елементів матриці A  відповідно. 

На підставі теореми 2 і наслідка 3 з неї, тобто з 

урахуванням рівностей: 

 

S nq , ( 1)( ) ; ,
\

S n q a k I l IB kl
k l

     , формула 

(15) набуде вигляду: 

|
( ) ( 1)( )S S a n q a nq

k l kl kl

      , або 

|
S S na q
k l kl

   . 

 

Звідки, при /c q n , випливає (14). 

Досmаmнісmь (). Для довільного фіксованого рядка i I  

і 1,2,...j n  згідно з правою частиною (14) одержимо рів-

ності: 

 

|
1 1

S S cni i
na

   , 
|
2 2

S S cni i
na

   , …, 

|
S S na cnni in

   . 

 

Якщо ці рівності скласти, то в лівій частині результату 

приходимо до суми елементів по всіх стовпцах, тобто до суми 

всіх елементів матриці, а в правій – до добутку 
2

cn : 

 

2|

,

cnSaS
ji

ji
j

j   .                        (16)

 
 

Далі здійснимо вибір рядків і стовпців так, щоб із кож-

ного рядка і кожного стовпця було взято по одному й тільки по 

одному елементу: 

 

cnnaSS jj


11
|

1
1

, 

cnnaSS jj


22
|

2
2

,…,
cnnaSS

nn
jnjn  |

 

 

 

Сума цих рівностей, з урахуванням (16), дає: 

 
222 cnancn

i
ji i
 

, або 

cna
i

ji i


 

2),( Iji i  .   (17)
 

 

Таким чином, усі суми n  елементів матриці, вибраних 

із різних рядків і різних стовпців, рівні між собою. Це і означає, 

що матрица A , яка розглядається є адитивною (див. (2)) і 

adA q , оскільки за умовою /c q n . 

Зауваження 3. Формула правої частини співвідношення (14), 

після символу , в еквівалентних формах запишеться так: 

 

|
S S na q
k l kl

   

qanaa lk
ki

li
lj

jk  


)2(
. (18) 

Нехай A  – довільна квадратна матриця n -го поряд-

ку. Якщо для неї не всі суми елементів виду (1) рівні між со-

бою або взагалі рівних між собою сум немає, то A  не є q -

матрицею (див. (1)). Тоді величину q , що визначається 

рівністю (18), можна розглядати як функцію від дискретних 

змінних i , j , тобто, ( , )q q i j , і позначати її через qi j . 

Величина 

( 2)q a a n ai j i jil k jl j k i
    

 
                (19) 

називається адитивом елемента ai j  матриці A : qi j = ad ai j . 

Матриця Q
A

, складена з адитивів елементів матриці A , 

називається адитиваційною матрицею (по відношенню до A ). 

Множину всіх адитиваційних матриць позначимо через Q


: 

Q Q
A


   ( ) ( )Q q ad an n n ni j i jA

   .  (20) 

 

Критерій адитивності матриць "мовою різниць". 

Відмітимо зразу, що критерій "мовою різниць" є, по суті, 

наслідком критерію "мовою сум", проте, з огляду на його важ-

ливість, подається окремою теоремою. 

Елементи двох рядків (стовпців) матриці, які належать 

одному й тому ж стовпцю (одному й тому ж рядку), в подаль-

шому будемо називати відповідними. 

Теорема 4. Матриця A  є 
q

-аддитивною матрицею 

тоді і тільки тоді, коли різниці відповідних елементів двох 

довільно вибраних рядків або стовпців рівні між собою: 

 








 

qadA

AA

 










.),(,),(

),(,),(

2

2

IljIiconstljdaa

IkiIjconstkiraa

aliji

ajkji

    (21)
 

 

Д о в е д е н н я базується на першому співвідношенні 

з (14): 
 

qanSS lkk l  |

 

2),( Ilk 
, яке з метою ком-

пактності записів подамо в еквівалентній формі через індекси-

"крапки": 
 

lklk aaqna   .                   (22)
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Необхіднісmь (). Виберемо в матриці A  два довільні 

рядки ,i k  та два довільні стовпці ,j l  і випишемо для них 

співвідношення виду (22): 

na q a ai j i j

na q a a jk j k

   

   





, 

na q a ai j i j

na q a aiil l

   

   





.  (23) 

               ( 1, 2, , )j n                         ( 1,2, , )i n  

 

Віднімаючи від першої рівності другу в кожній парі, по-

значеній квадратною дужкою, одержуємо необхідну умову 

адитивності – праву частину (21): 

1
( ),a a a ai j ik j kn

   
 

1
( )a a a ai j ji l ln

   
,  (24) 

де 
1

( ) ( , )a a r i kai kn
  

 – const – різниця середніх 

арифметичних елементів вибраних рядків ,i k ; 

1
( ) ( , )a a d j laj ln

  
 – const – різниця середніх 

арифметичних елементів вибраних стовпців ,j l . 

Досmаmнісmь () доводиться шляхом тотожних пере-

творень співвідношень (23), з чого й випливає адитивність 

матриці A . Покажемо це, виходячи з необхідної умови сто-

совно рядків: 

 

  kijkjikijkji aaaanaa
n

aa )()(
1

 

adAnaaanaaanaanaa jkjkjijijkkjii  

 

на підставі достатньої умови (14) адитивности матриці. 

Аналогічний ланцюжок рівностей отримуємо, виходячи 

з необхідної умови стосовно стовпців. 

Наслідок 1. Будь-яка квадратна підматриця mmB   

порядку m  ( 2 1m n   ) адитивної матриці A  є q -

матрицею (див. (23)): 

A A B Am m
 

   .             (25) 

Наслідок 2. Сума адитивів квадратних матриць-

клітин, вибраних по одній і тільки по одній із кожного рядка і 

кожного стовпця клітинної q - матриці, дорівнює q . (Справед-

ливість наслідка витікає з тверждення (25) про адитивність 

підматриці). 

Наслідок 3. Нехай  ( )
1 2

T
B b b bn  і 

( )
1 2

C c c cn  – довільні матриця-стовпець і матриця-

рядок ( bi R, c j R), які назвемо відповідно опорним 

стовпцем і опорним рядком. Тоді матриця A  з елементами 

a b ci j i j   є адитивною: 

bi R, ;i I c j R, j I


  AAcba nnjinnji )()(
,   (26) 

при цьому 
 
j

j
i

i cbadA

. 

Д о в е д е н н я зводиться до перевірки виконання 

умов критерію адитивності "мовою різниць". 

Цей наслідок дозволяє будувати адитивні матриці за 

заданими опорними стовпцем та рядком і встановлювати 

опорні стовпці і рядки заданої q -матриці  
n n

A aij


 , при-

чому нескінченним числом способів. 

Зауваження 4. Перевірка деякої матриці на ади-

тивність за допомогою: критерію "мовою різниць" економніше 

в ( 1)!n   разів, ніж перевірка адитивності за означенням, і – 

в (2 1)n   разів, ніж за критерієм "мовою сум". 

 

Виродженність. Теорема 5. Будь-яка q -матриця по-

рядку вище другого ( n 2) вироджена: 

 2    det 0.A A n A


                  (27) 

Д о в е д е н н я грунтується на двох властивостях 

визначників (інваріантності та рівності нулю при наявності 

двох рядків або стовпців із пропорціональними відповідними 

елементами) і критерії "мовою різниць". 

Наслідок 1. Ранг адитивної матриці A  будь-якого по-

рядку ( )n N   не більше двох: 

A A


  : 2n N rngA   ,        (28) 

 

оскільки всі рядки, крім одного, можна перетворити в рядки  

з пропорційними відповідними елементами. 

Наслідок 2. Система n  ( 2)n  лінійних алгебраїчних 

рівнянь з n  невідомими (СЛАР n n ), у якої основна мат-

риця A  адитивна, сумісна тоді і тільки тоді, коли її розширена 

матриця A  також адитивна: 

A A


   СЛАР n n  – сумісна  A A


 ,     (29) 

 

оскільки ліва і права частини (29), відносно символу  , 

рівносильні рівності rngA rng A . 

 

Критерій адитивності добутку матриць із q -матрицею. 

Відомо, що добуток квадратних матриць існує завжди, але не 

є комутативним. Стосовно добутку адитивних матриць без 

теоретичних досліджень – на конкретних прикладах – легко 

переконатися в неадитивності матриці-результату. Проте 

існує різновид квадратних матриць, які у добутку з q -

матрицею дають адитивну матрицю. 

Нехай ( )A ai j , ( )B bi j , ( )C ci j  – квадратні 

матриці порядку n ; bi , b j  – відповідно сума елементів 

рядка ( )i i I  , стовпця ( )j j I   матриці B . 

Теорема 6. Матриця C  – результат множення q -

матриці A  зліва (справа) на матрицю B  – є адитивною тоді і 

тільки тоді, коли суми елементів рядків (стовпців) матриці B  

рівні між собою: 



Åêîíîì³êî-ìàòåìàòè÷í³ ìåòîäè òà ìîäåë³ 
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  ABACAA b b const i Ii


     (30) 

 

  AABCAA Ijconstbb J 
|

.      (31) 

Д о в е д е н н я базується на означенні добутку мат-

риць і критерії адитивності "мовою різниць". Покажемо спра-

ведливість (30). 

Необхіднісmь (). Випишемо елементи матриці C  для 

двох довільних стовпців lj, : 

jk

n

k
kijnnijijijiji abababababc 




1

332211 
, 

lk

n

k
kilnnilililili abababababc 




1

332211 
, (32) 

ni ,,3,2,1 
, 

і знайдемо різниці їхніх відповідних елементів: 

 

)(
111

lk

n

k
jkkilk

n

k
kijk

n

k
kiliji aabababcc 




.   (33)

 
 

Оскільки матриці A  і C  адитивні, то згідно з (21) по-

винні виконуватись умови: 

          
2

( , ) , ( , ) .c c d j l const i I j l Ici j il
            

2
( , ) , ( , ) .a a d j l const k I j l Iak j kl

        (34) 

З урахуванням (34) із співвідношення (33) отримуємо 

необхідну умову: 

 

.),(),(
11

Iiconstbbbbljdljd i

n

k
ki

n

k
kiac  




    (35)
 

Досmаmнісmь )( . Відштовхуючись від правої части-

ни твердження (32), а саме: 
Iiconstbbi  

 , і, враховую-

чи другу з умов (34), різниця ( liji cc 
) 

2),( Ilj   набуде 

вигляду: 

 

constbljdbaaababcc a

n

k
kilkjklk

n

k
kijk

n

k
kiliji  



 ),()(
111 , 

 

з чого і випливає адитивність матриці C . 

Наслідок 1. Якщо матриця B  – напівмагічний квадрат 

з константою b , то адитиви добутків q -матриці A  з матри-

цею B  – BA  і AB  – рівні добутку адитива q  на константу b  

напівмагічного квадрата: 

 

( ): ( , ) ( ) ( ) .B b b b b i j I ad BA ad AB qbi j i j        
     (36) 

 

Д о в е д е н н я. Якщо B  – напівмагічний квадрат, то 

в (34), (35) ,b b b const k I
k k
    

 
 а суми 

,a a
k kk k

 
 

 дають суму елементів матриці A . Із цього й 

випливає (36). 

 

Варто зазначити, що рівність адитивів матриць BA  і 

AB  не тягне за собою рівність самих матриць. 

На закінчення зауважимо, що авторові не відомі нау-

кові роботи, в яких би вивчалися чи застосовувались при 

розв’язанні прикладних задач матриці розглянутого типу. 

Друга частина статті, присвячена застосуванню ади-

тивних матриць у задачах  дискретної оптимізації, буде 

опублікована в наступному номері. 
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