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Анотація. 
Запропоновано спосіб, який заснований на використанні математичної моделі рангового підходу 

до рішення задачі цілочисельного лінійного програмування з булевими змінними, що дозволяє 

розподіляти задачі в мережі з урахуванням обмежень ресурсів і вимог до відмовостійкості. 

Розроблений спосіб спрямований на підвищення надійності роботи систем шляхом оптимізації 

розміщення та виконання задач, забезпечуючи безперервність функціонування критичних 

інформаційних процесів.  
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Рішення задачі оптимального планування розподілом задач 

у мережі з використанням моделі цілочисельного лінійного 

програмування з булевими змінними (ЦЛП з БЗ) полягає у 

знаходженні оптимального, відмовостійкого та ефективного 

способу розподілу ресурсів мережі. Даний підхід дозволяє 

враховувати як обмеженість ресурсів, так і необхідність 

забезпечення резервування для підвищення надійності роботи 

телекомунікаційних мереж. 

Використання математичної моделі ЦЛП з БЗ для рішення 

задачі оптимального планування розподілу задач у мережі з 

відмовостійким функціонуванням має такі особливості [1-5]: 

– бінарні змінні: у ЦЛП з БЗ рішення приймається у вигляді 

"0" або "1", що означає, чи включена певна задача або ресурс 

в планування. Це підходить для задач, де є вибір між кількома 

можливими альтернативами, наприклад, вибір маршруту для 

передачі даних чи визначення, чи використовувати певний вузол 

як резервний; 

– моделювання резервування: БЗ дозволяють точно визначити 

в моделі резервування ресурсів у мережі; 

– обмеження відмовостійкості: за допомогою використання 

лінійних обмежень в ЦЛП моделі враховуються вимоги до 

відмовостійкості, що дозволяє впроваджувати політику 

надмірності, яка необхідна для забезпечення стійкості до 

відмов; 

– оптимізація використання ресурсів: у моделі ЦЛП 

задаються обмеження на ресурси, такі як пропускна здатність 

або кількість доступних вузлів. Це допомагає знайти 

оптимальний розподіл задач, щоб ефективно використовувати 

доступні ресурси та забезпечити балансування навантаження в 

мережі; 

– моделювання розподілених задач: використання моделі ЦЛП 

з БЗ дозволяє оптимально визначити розподіл завдань по мережі, 

враховуючи фактори, такі як час виконання, затримка, а також 

доступність ресурсів. Використання БЗ полегшує опис 

сценаріїв, коли задача або призначена для виконання в 

конкретному вузлі, або не виконується; 

– забезпечення QoS: модель ЦЛП можна розширити для 

включення вимог до якості обслуговування (QoS), 

використовуючи додаткові обмеження; 

– комбінаторна складність: використання БЗ робить модель 
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комбінаторною, що означає, що задача належить до класу NP-

складних. Це значить, що розмірність задачі швидко зростає зі 

збільшенням кількості змінних, тому для великих мереж 

потрібні спеціалізовані методи рішення, такі як евристики або 

наближені алгоритми; 

– відповідність цільовій функції: цільова функція в ЦЛП 

з БЗ може бути сформульована таким чином, щоб мінімізувати 

загальні витрати, час виконання або максимізувати мулевих 

стійкість мережі. Використання булевих змінних дозволяє 

включати до моделі додаткові критерії, що відображають вимоги 

щодо надійності та ефективності; 

– аналіз надмірності: за допомогою БЗ можна моделювати 

надмірність у мережі, щоб визначити, які вузли чи канали 

можуть бути відключені без втрати працездатності. Це дозволяє 

знаходити мінімальну кількість необхідних резервних 

елементів; 

– гнучкість у визначенні обмежень: БЗ полегшують 

включення різних додаткових обмежень у модель, таких як вимоги 

до розміщення певних завдань в конкретних вузлах, 

забезпечення безпеки або визначення критичних елементів 

мережі, що повинні бути постійно активними. 

Для оцінки процесу управління розподілом задач у мережі 

використовуються показники оцінки ефективності [7]: 

– коефіцієнт функціональної потужності мережі: 

 




= =


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1
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)(E
     (1) 

 

де n – загальна кількість ПМ у мережі в стані S;  
mі – загальна кількість завдань, що здатний вирішувати і-

й ПМ у стані S;  

i – вага -ї задачі і-го ПМ, що характеризує її 

важливість (пріоритет) для інформаційно-

комунікаційних систем військового призначення. 

 

– сумарний час доступу до даних у мережі, який обумовлений 

розміщенням сегментів бази даних (БД) мережі на її фізичній 

структурі: 
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
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 – середній час вибору 1 кілобайта інформації з  

і-го фрагмента у вузлі j; 

ij – коефіцієнт, який враховує швидкість вибору та 

обробки 1 мегабайта даних при звертанні до і-го фрагмента БД 

у j вузлі;  

Vi(b) – ємність зовнішньої пам'яті, яка необхідна для 

розміщення і-го фрагмента БД;  

pі – характеристика частоти використання і-го фрагмента 

БД при функціонуванні системи управління базою даних (СУБД);  

Кj – коефіцієнт, який показує швидкість доступу до даних 

на j-му вузлі мережі;  

Тв – середній час відновлення мережі Тв,  

 

;
випадку;мупротилежноу0,
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Нехай маємо Мі 
),1( ni =  – управляючих процесорних модулів 

(ПМ), які служать для управління об'єктами . Відмови системи 

зв'язку і відмови ПМ вважаємо незалежними. Під станом s(t) на 

момент часу t маємо на увазі набір станів усіх модулів у цей 

момент, тобто s(t)=1,…,n , де i  ,1 та 
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Початковий стан системи s(t = 0) = s0 = 00…0. Нехай n – 

множина усіх станів системи; D = {М1,… Мn – множина усіх 

модулів системи;  = U1, … ,UL}– множина усіх задач, які 

вирішуються у мережі в стані S; 
 i

m

ii

1 U,...,U,...,U 
 = i  – 

підмножина задач, що працездатний модуль Мі здатний 
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вирішувати, коли система знаходиться в стані S. Для стану s0 

задана множина 0 = {Uj}, 0 = {Uj}, і початковий розподіл задач 

між усіма модулями, тобто підмножини 
 i

m

ii

1 U,...,U,...,U 
 =i . Нехай 

Df = {Мi}
, Dr = {Мi}

 – множини відповідно ПМ які відмовили і 

працездатних ПМ, що відповідають стану S ; Аf – множина усіх 

власних задач модулів, що відмовили, для стану S; Аr = 0\Аf 

– множина усіх власних задач р-Пм для стану S. Кожна задача 


 iiU
 характеризується ступенем важливості, що визначає мету 

функціонування системи управління і задається ваговим 

коефіцієнтом {i}. Таким чином результат розподілу задач 

визначається корисним ефектом Е, який оцінюється сумарною 

ваговою характеристикою множин задач, які вирішуються в 

мережі у даному стані S , який називають функціональною 

потужністю мережі (Е).  

Математична модель задачі перерозподілу визначається як: 
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
доп, Vдоп, 

доп – допустимі граничні значення, 

відповідно, сумарного середнього часу обслуговування задачі 

в і-му ПМ, ємності пам'яті, яка необхідна для рішення задачі, 

та часу перерозподілу інформації у всій мережі в цілому.  

Обмеження (9) визначає, що задача може бути призначена 

для рішення тільки на один вузол мережі. Таким чином, задача 

перерозподілу (5–9) зводиться до багаторазового рішення 

задачі ЦЛП із БЗ в умовах деградації мережі, яку необхідно 

вирішувати в масштабі реального часу.  

Розглянемо сутність рангового підходу до рішення задач 

ЦЛП з БЗ на прикладі задачі про рюкзак. Загальна постановка 

цієї задачі формулюється таким чином. Необхідно знайти вектор 

x

, що доставляє максимум функції: 
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при виконанні умов: 
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Для спрощення викладу математичної моделі розглянемо 

одномірну задачу, тобто максимізуємо функціонал  

 

,xc...xcxc)x(f nn2211 +++=


   (14) 

 

при обмеженнях: 
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,bxa
n

1j

jj1 
=      (15) 

 

( )   .n1,j       0c         ;0            ;... j21 = ijn accc
 (16) 

 

Поставимо у відповідність задачі (4 – 6) граф G (рис. 1), 

що зображує бінарне дерево усіх рішень, число яких дорівнює 

2n [3-12]. 

 

 
Рисунок 1 

Граф G 

 

Множина X = {xj} усіх векторів розмірності n, усі 

компоненти яких 
  1 ,0  jx

 становлять множину можливих значень. 

Деяка його підмножина V, усі вектори якої задовольняють 

обмеженням (15 – 16), утворюють множину припустимих рішень.  

Множина H  V є множиною оптимальних рішень вихідної 

задачі, якщо для будь-яких векторів x  H функціонал (14) 
досягає свого екстремального значення. 

Усю множину можливих рішень можна розбити на групи 

векторів, що містять: один компонент xj = 1, 
),1( nj =
 і всі 
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інші рівні 0; два компоненти xj = 1 і всі можливі їхні 

сполучення по 2, а інші, рівні 0; три компоненти xj = 1 і всі 

можливі їхні сполучення й т. д. n – компонент xj = 1. Якщо 

позначити підмножини векторів цих груп через mr 
)n,1(r =
, тоді 

множину усіх можливих рішень можна записати як об'єднання 

підмножин mr: 

 

.
1


n

j

rmX
=

=

      (17) 

 

Як показано в роботі [4], згідно з графом G можна 

побудувати граф G' (рис. 2), у якому множина шляхів рангу r 

(ранг шляху – число ребер, що утворять шлях) відповідає групам 

підмножин, які описуються співвідношенням (17).  

 

 
Рисунок 2 
Граф G’ 

 

Для цього вершину s з'єднаємо спрямованими ребрами з 

вершинами 1,2,...,n і т. д.; вершину i з'єднуємо з вершинами 

i+1,...,n. В останню вершину n входять ребра, спрямовані із 

усіх вершин, і жодне ребро із цієї вершини не виходить. 

Дерево шляхів D графа G' з вершини s будується таким 
чином [4-7]: на нульовому ярусі (r = 0) розташуємо вершину s. 

На першому ярусі розмістимо всі вершини графа G', що мають 

зв'язок з вершиною s і з'єднаємо їх з s (при цьому утворилася 

підмножина шляхів рангу r = 1). У другому ярусі розмістяться 

всі вершини, що мають зв'язок з вершинами першого ярусу, без 

вершини з номером 1 і з'єднаємо їх з вершинами першого ярусу 

(утворені всі шляхи рангу r = 2) і так далі доти, поки в 

s 

1 2 

3 

4 n 
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останньому не залишиться одна вершина n. На рис. 3 наведено 

приклад, коли n = 4. 

 

 
Рисунок 3 
Граф D Δ 

 

 
Рисунок 4 

Геометрична інтерпретація графа D 
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Геометрично вершина k графа D рангу r – це множина 

векторів x

 (x1,x2,...,xk,...,xn), у яких xk = 1, а на позиціях 

від 1 до k перебуває r одиниць (рис. 2.4). Ребру, що входить 

у вершину k графа D, відповідає одиничний вектор ke

 (0, 0, 

…,0, 1, 0, … 0) n-мірного одиничного куба Bn з одиницею в k-

тій позиції. Тоді, шляху 

r

sj
 рангу r у графі D відповідає 

вектор x

, який дорівнює сумі одиничних векторів ребер, через 

які він досяг вершину j рангу r, починаючи з вершини s.  

Наприклад, шляху 
2

24

=r

s  відповідає вектор 24sx
, що утвориться 

сумою нульового вектора 0

 {0000} і одиничних векторів  

2e

 = {0100}, 4e


 = {0001}, тобто: 

24sx
 = 0


 {0000} + 2e


 {0100} + 4e


 {0001} = {0101) 

Нехай у графі D кожному ребру, що входить у вершину j, 

),1( nj =
 відповідає дві ваги: вага сj, якій дорівнює коефіцієнт 

при xj у функціоналі (14), і вага a1j, якій дорівнює 

коефіцієнту при xj в обмеженні (15). Тоді, шлях 

r

sj
 у графі D 

з вершини s у вершину j характеризується двома довжинами: 

( )r

sjcd 
 - довжиною за вагою функціонала й 

( )
1

r

sjad 
 – довжиною за 

вагою обмежень. 

Множину шляхів 
)j(mrs  у графі D до вершин j, розташовану 

на ярусах 
),1( nr =
 від вершини s, можна представити у вигляді: 

 

( ),n1,j          ,...)( 21 == === nr

sj

r

sj

r

sj

r

s mmmjm 
   (18) 

 

де 

r

sjm
 – множина шляхів у графі D від вершини s до вершин j, 

розташованим на r-х ярусах графа D (ранг шляху 
r

sj
  

r

sjm
 

визначається числом ребер, що утворюють цей шлях). Варто мати 

на увазі, що множині шляхів 

kr

sjm =

 у графі D відповідає множина 
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векторів 
 v21 x,...,x,x


, що містять k одиниць. Отже, 

,kr

n

r

sj Cm ==
 

тобто кожному шляху в множині 

kr

sjm =

 відповідає деякий вектор 

( )n21 x,...,x,x
. З множини (18) слідує, що: 

 

 1.-2...)( 21 nnr

n

r

n

r

n

r

s CCCjm =+++= ===

 (19) 

 

Таким чином, граф D являє собою впорядкований за рангами 

еквівалент n-мірного одиничного куба Bn, у якому шляхи 

r

sj
  

r

sjm
 відповідають вершинам Bn. Довжина кожного шляху за вагою 

функціонала визначає значення функціонала (14) у вершинах 

одиничного куба Bn. Довжина за вагою обмежень визначає, чи 

відповідає дана вершина Bn обмеженням (15), тобто належить 

вершина n-мірного одиничного куба Bn гіперплощини (15). Якщо 

( ) ,
1

bd r

sja 
 то вершина належить гіперплощині (15), і будемо 

говорити, що шлях 

r

sj
 задовольняє властивості . Якщо 

( ) ,
1

bd r

sja 
 

то вершина n-мірного куба, що відповідає шляхам 

r

sj
, не 

належить гіперплощині (15), а шлях 

r

sj
 вважаємо таким, який не 

задовольняє властивості .  

Оптимальному рішенню задачі (14 – 16) в D відповідає 
самий довгий шлях за вагою функціонала, що задовольняє 

властивості . 
У випадку m-мірної задачі (11 - 13) ребрам, що входять до 

вершин графа D, крім ваги сj функціонала, відповідає m ваг 

aij обмежень, а шлях 

r

sj
 характеризується довжинами:  

( )r

sjcd 
 – довжиною за вагою функціонала й 

( ) m)(1,i   , =
i

r

sjad 
 – 

довжинами за вагою m обмежень.  

На основі математичної моделі рангового підходу для 

побудови алгоритмів рішення завдань ЦЛП із БЗ покладений 

принцип оптимізації у напрямку в дискретному просторі станів, 

заданому графом D [4-6]. Подання n-мірного одиничного куба 
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у вигляді графа D дозволяє розбити множину усіх шляхів графа 

D з нульової вершини s на  локальних областей, де 


 не 

перевищує величину 2

2n

, оскільки число вершин у графі D 
визначається сумою чисел натурального ряду 

 

22

)1(
1...)1(

2nnn
nn 

+
=++−+=

,  (20) 

 

причому -області в графі D упорядковані за рангами і 
шляхи наступного рангу можуть бути отримані на основі шляхів 

попереднього рангу за рахунок приєднання до них ребра (j,p) 

у графі D: 
 

( )( ) ( ) .,1 pjmm r

sj

r

sj

rr

sp =+= 
    (21) 

 

Нехай задані деякі правила відсікань {Lw} шляхів 

r

sj
 у 

множинах 

r

sjm
. Тоді, якщо в множинах утримуються шляхи, що 

задовольняють властивості  і правилам {Lw}, то під 

оптимізацією за напрямком у графі D до вершини p будемо 

розуміти формування множин 

1+=rr

spm
 наступного рангу, які 

виходять за рахунок виділення в 

r

sjm
 шляхів, приєднання до яких 

ребрам (j, p) дозволить у множині 

1+=rr

spm
 одержати шляхи, що 

задовольняють правилам {Lw} на основі наступного рекурентного 

співвідношення 

 

( )    ),nr,(j   );n1,r(p    ;),(1 =+== += pjLm r

sjw

rr

sp

r

sj

r

sj 
 (22) 

 

де 
),( pjr

sj 
 – шлях з вершини s графа D у вершину p, що 

проходить через проміжну вершину j і який задовольняє правилам 

{Lw}, тобто який одержуємо за рахунок приєднання до шляху 

r

sj
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ребра (j,p), якщо таке з'єднання не суперечить правилам {Lw}. 

Надалі для спрощення викладу, якщо шлях 
),(1 pjr

sj

rr

sp  =+=

 

задовольняє правилам {Lw}, то будемо говорити, що він 

задовольняє й властивості . 
 

Таким чином, для рішення задачі (11 – 12), використовуючи 

правила {Lw} і оптимізацію за напрямком (22), побудуємо деяку 

узагальнену процедуру А0, що дозволяє формувати множини 

локальних екстремумів  і виділяти серед них глобальний. 

Уведемо узагальнену процедуру А0, що дозволяє на основі 

обраного правила відсікання {Lw} яка вирішує задачу (11-16): 

 

 L1:

pj,n,rj,n,1rp)}p,j({max r
sj}c{

1rr
sp

j

=+== += 
.   (23) 

 

L2:
pj,n,rj,n,1rp)}p,j({min r

sj}{

1rr
sp

j

=+==


+= 
.   (24) 

 

( ) 

( ) .p,j

;p,j

:L r

sj

1rr

sp

r

sj

c

1rr

sp

3

min

max

j

j





=

=











+=

+=

     (25) 

 

Узагальнена процедура А0: 

КРОК 1. Виконання сортування значень функціонала й 

обмежень. В якості способів сортування використовуються: 

– по зростанню значення коефіцієнтів в обмеженні: 

 

n21 ... 
      (26) 

 

– по убуванню значення коефіцієнтів в функціоналі: 

  

n21 c...cc 
      (27) 

 

– по убуванню значення відношення коефіцієнтів 

функціонала до обмеження: 
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n

n

2

2

1

1 c
...

cc








      (28) 

 

– по відношенню значення коефіцієнтів функціонала до суми 

елементів матриці обмежень виконується сортування: 

 

ij

m

i

j

j

a

c


=

=

1       (29) 

 

– по відношенню значення коефіцієнтів функціонала до 

максимального значення ваги матриці обмежень виконується 

сортування: 

 

,

max
ij

i

j

j

a

c
=

     (30) 

 

– по відношенню значення коефіцієнтів функціонала до 

добутку максимального значення ваги матриці обмежень на суму 

елементів матриці обмежень виконується сортування: 

 

,

)(max
1


=

=
m

i

ijij

i

j

j

aa

c

     (31) 

 

– по відношенню значення коефіцієнтів функціонала до суми 

елементів матриці обмежень виконується сортування: 

 

ij

m

i

j

j

a

c


=

=

1      (32) 
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де i

ij

ij
b

a
a =

. 

 

КРОК 2. З вершини s визначається множина шляхів 

1r

sjm =

, 

( )n,1j=
, що задовольнє властивості , та виділяються шляхи 

1r

sj

* =


, 

що визначають локальні екстремуми областей j. 

КРОК 3. Формуються множини шляхів 

1rr

spm +=

 
( )n,1rp +=

 

наступного рангу, що задовольняють властивості , на базі 

множини шляхів 

r

sjm
 попереднього рангу відповідно до 

рекурентного співвідношення:  

 

( )    ),nr,(j   );n1,r(p    ;)p,j(Lm r

sjw

1rr

sp

r

sj

r

sj =+== += 
 (33) 

 

де 
)p,j(r

sj 
 – шлях з вершини s графа D у вершину p, що 

проходить через проміжну вершину j і який задовольняє правилам 

{Lw}, тобто який одержуємо за рахунок приєднання до шляху 

r

sj
 

ребра (j,p), якщо таке з’єднання не суперечить правилам {Lw}.  

 

В сформованих множинах 

1rr

spm +=

 здійснюється відсівання 

шляхів відповідно до обраного правила відсікань {Lw} і 

виділяються шляхи 

1rr

sp

* +=


, що визначають локальні екстремуми 

областей p. 

КРОК 3. Перевіряємо, чи всі множини 

1rr

spm +=

 наступного рангу 

порожні. Якщо це так, то переходимо до кроку 4, якщо ні, то 

перевіряємо r = (n – 1). У випадку виконання рівності 

переходимо до кроку 4, інакше збільшуємо r на 1 і виконуємо 

крок 2.  

КРОК 4. Виділяємо серед множин локальних екстремумів j 

( )2n,1j 2=
 глобальний і процедура А0 закінчує роботу. 
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Узагальнена процедура А0 дозволяє визначити локальні 

екстремуми в -областях графа D щораз на кроці 2 і потім на 

кроці 4 виділити глобальний екстремум з 
2n2

 локальних, які 

отримуються на основі принципу оптимізації за напрямком з 

використанням введених правил відсікання{Lw} шляхів у 

r

sjm
 

множинах. 

На основі узагальненої процедури будується точний 

алгоритм рішення одновимірної задачі (11-16), покроковий опис 

якого має наступний вигляд: 

КРОК 1. З вершини s визначається множина шляхів 
)n,1(j,m 1r

sj ==

 

першого рангу r, що задовольняє властивості, та визначаються 

в множині 

1r

sjm =

 шляхи максимальної довжини 








r

sj

*

 за вагою 

функціонала сj. Для кожної вершини j формуються калібрувальні 

вектори jy

 і jz


: 

 

).1-n1,(j ;by   ;0y  );j-n1,(k  ;yay 1n010)1k(jjkjk ====+= −   (34) 

 

).1-n1,(j  ;0ẑ  ;0ẑ  );j-n1,(k  ;ẑcẑ в

n0

в

j0

в

1)-j(kkj

в

jk ====+= +   (35) 

 

КРОК 2. Виключаються шляхи в множині 

r

sjm
 поточного рангу 

r, довжина яких 
( )r

spcd 
 задовольняє нерівності: 

 

( )
,   

}c{        

dmaxd

j

r

sp

*

cp

r

spc

























+

   (36) 

 

де 
( )r

spcd 
 – довжина шляху 

r

sp
 до вершини p рангу r за вагою cj; 

дозволяє виключити даний шлях із подальшого аналізу, як 

безперспективний, якщо умова виконується. 
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КРОК 3. Для кожного шляху 
  )nr,(j  ,r

sj =
 поточного рангу r 

визначається за правилом {Lw} значення вr̂ : 

а) обчислюється для шляху 

r

sj
 величина d = b1 - da(

r

sj
 ); 

б) у каліброваному векторі 
jy

 для вершини j знаходиться 

номер 
)jn,0(k  ,k −=
 елемента yjk, починаючи з якого yjk > d 

(якщо  yjk < d, то 
1jnk +−=
); 

в) визначається значення вr̂  для шляху 
r

sj
 в графі D: вr̂ = 

k-1. 

Виключаються шляхи, довжини яких задовольняють 

нерівності: 

 

( ) ( ) .   

               c

dmax
ẑd

j

r

sp

*

cr

sp

в

p

r

spc
вr̂




























+

  (37) 

Перевірка нерівності (37) дозволить відсікати шлях 

r

sp
 з 

подальшого аналізу як не перспективний, тому що ми заздалегідь 

знаємо, що більш ніж на вr̂  рангів шлях 

r

sp
 не може бути 

продовжений. 

КРОК 4. Формується множина шляхів 
)n1,(p   ,m 1rr

sp =+=

 наступного 

рангу, що задовольняє властивості, на базі множини шляхів 

r
sjm
 

попереднього рангу на основі принципу оптимізації за 

напрямком з виділенням коридору і виключенням векторів 

усередині коридору. Шлях в множині 

1rr

spm +=

 може бути сформований, 

якщо він задовольняє властивості. Якщо властивість  не 

виконується, то шлях виключається з подальшого аналізу. У 

освічених множинах 

1rr

spm +=

 виділяємо щонайдовші шляхи 








+= 1rr

sp

*

.  

Оскільки нумерація змінних і вершин у графі D відповідає 
порядку убування коефіцієнтів сj у функціоналі, а процедура 
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А0 на кожному етапі формує множину 

r

sjm
, починаючи з індексів 

)n,r(j =
, то шляхи 

r

sj
  

r

sjm
 виявляться завжди відсортованими в 

порядку убування довжин за вагою функціонала.  

Сформулюємо правило, що дозволяє в множині 

r
sjm
 виділити 

шлях 

r

sj
 з довжиною 

( ),d r

sjc   стосовно якої всі шляхи з меншим 

значенням довжини за вагою функціонала можуть бути виключені 

з аналізу як неперспективні: якщо відсортувати в множині 

( )n,rj,m r

sj =
 рангу r вектора в порядку убування за вагою 

функціонала cj, то шляхи, в яких довжина 
( )r

sjcd 
 менше довжини 













 

    ij

r

sj

c
a

min
d

, не можуть визначати оптимальне рішення задачі.  

Припустимо, що на основі визначення шляху 

r

s j

*


 з множини 

r

sjm
, в якого довжина 
















r

sj

*

cd

 менше, ніж довжина 

,
a

min
d

    ij

r

sj

c 











 

 

вдалося побудувати оптимальне рішення задачі ЦЛП з БП. Таким 

чином, в множині 
( )n,rp,m 1rr

sp =+=

 наступного рангу повинен 

потрапити шлях і мінімальний за вагою обмежень, адже він тим 

більше буде задовольняти властивості . Однак, довжина за 

вагою функціонала в такого шляху буде більша, ніж в 

r

s j

*


 і, 

отже, припущення про існування 

r

s j

*


 невірно, а цей шлях 

виключити з подальшого аналізу. 

Розглянемо правило фільтрації безперспективних шляхів 

усередині виділеного коридору: якщо в коридорі існують два 

шляхи – 

r

sj

r

sj

*

m
 та 

r

sj

r

sj

**

m
 – для яких 

,ddі   dd

1

r

sj

**

a

1

r

sj

*

a

r

sj

**

c

r

sj

*

c 
























































 то вектор x

, що відповідає 
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шляху 

r

s j

*


 не може належати оптимальному рішенню задачі ЦЛП з 

БП.  

Покажемо справедливість правила. Для цього припустимо, що 

на основі шляху 

r

s j

**


 можна побудувати оптимальне рішення. 

Останнє означає, що на наступних рангах шлях 

r

s j

**


 набере більше 

значення за вагою функціонала, ніж шлях 

r

s j

*


, тобто 

.  dd
r

sj

**

c

r

sj

*

c 




























 Але шлях 

r

sj

*


 може бути побудований у ту ж множину 

r
sjm
, що й шлях 

r

s j

**


, який задовольняє властивості , але має 

довжину 

.  dd
r

sj

**

a

r

sj

*

a 




























 При цьому за вагою функціонала до цього 

моменту шлях 

r

s j

*


 має довжину більшу, ніж шлях 

r

s j

**


. Отже, кожний 

з них набере ту саму величину за вагою cj, але на початку 

.  dd
r

sj

**

c

r

sj

*

c 




























 Виходить, що припущення про те, що на основі 

шляху 

r

s j

**


 можна побудувати оптимальне рішення – не вірно, а 

твердження – справедливо. 

КРОК 5. Перевіряється, чи вся множина шляхів наступного 

(r+1)-го рангу порожня. Якщо це так, то переходимо до кроку 

6, якщо ні, то перевіряємо r = (n – 1). У разі виконання 

рівності переходимо до кроку 6, інакше збільшуємо r на 1 і 

виконуємо крок 2. 

КРОК 6. Виділяємо в множині шлях максимальної довжини і 

алгоритм закінчує роботу. 

Таким чином, із представленої математичної моделі  

n-мірного одиничного куба Bn у вигляді графа D і 

сформульованого принципу оптимізації за напрямком на основі 
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рангового підходу випливають наступні завдання: 

1. Визначення стратегій відсікань {Lw} безперспективних 

шляхів у множинах 

r

sjm
, що приводять до наближених і точних 

рішень задачі ЦЛП із БЗ (11 – 13). 

2. Побудови наближених і точних алгоритмів на основі 

обраних правил відсікань {Lw} для рішення одномірних і 

багатомірних задач ЦЛП із БЗ. 

3. Створення паралельних обчислювальних структур як 

спеціалізованих пристроїв для рішення даного класу задач 

дискретної оптимізації. 
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